TURING 


“一 个 从 事 金融 业务 而 不 懂 数 学 的 人 ， 无 非 只 能 做 些 无 关 紧 要 的 小 事 。 
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诺 贝 尔 经 济 学 奖 已 经 至 少 3 次 授予 以 数学 为 工具 分 析 金 融 问 题 的 经 济 学 家 。 金融 
数学 这 门 新 兴 的 交叉 学 科 已 经 成 为 国际 金融 界 的 一 枝 奇 乳 。 金 融 数学 的 发 展 曾 经 两 次 
引发 了 “华尔街 革命 。 今 天 ， 金 融 数学 家 已 经 是 华尔街 最 抢手 的 人 才 之 一 。 目 前 国 
内 金融 行业 最 紧缺 的 就 是 掌握 现代 金融 衍生 工具 的 应 用 、 能 对 金融 风险 做 定量 分 析 的 、 
既 懂 金融 又 懂 数 学 的 高 级 复合 型 人 才 ， 

本 书 是 牛津 大 学 金融 数学 教材 ,含有 大 量 的 习题 和 例子 ,适合 有 一 定 基础 的 读者 ， 
并 被 斯 坦 福 大 学 、 芝 加 哥 大 学 、 加 州 大 学 圣迭戈 分 校 等 名 校 选 用 。 书 中 介绍 了 一 些 基 
本 概念 ， 如 二 项 式 树 、 款 、 布 半 运 动 、 随 机 积分 、Black-Scholes 期 权 定 价 公 式 和 一 些 
复杂 的 金融 模型 及 金融 产品 。 


Alison Etheridge 牛津 大 学 Madgalen 学 院 教 授 。 拥 有 牛津 大 学 博士 学 位 ， 并 
在 剑桥 大 学 做 博士 后 研究 。 她 曾 先 后 任教 于 加 州 大 学 伯克利 分 校 、 爱 丁 堡 大 学 
和 伦敦 大 学 。 主 要 研究 兴趣 是 随机 过 程 和 偏 微分 方程 及 其 应 用 。 除 本 书 外 ， 她 
还 著 有 Introduction to Superprocesses 一 书 。 
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内 容 提 要 


本 书 是 金融 数学 入 门 教材 ， 含 有 大 量 的 习题 和 例子 ， 面 向 有 一 定数 学 基础 的 读者 ， 书 中 
首先 基于 离散 时 间 框 染 描述 了 一 些 基本 概念 ， 如 单 时 段 模型 、 二 项 式 树 、 离 散人 参数 对、 和 布 表 运 
动 、 随 机 分 析 和 Black-Scholes 模型 及 定价 公式 ， 接 看 介绍 了 一 些 复杂 的 金融 模型 和 金融 产品 . 
最 后 讨论 了 金融 方面 更 为 高 级 的 话题 ， 如 名 资 产 股 票 模 型 、 带 跳 的 资产 价格 模型 和 随机 波动 率 
等 

本 书 适用 于 相关 专业 的 本 科 生 和 研究 生 课 程 ， 也 可 供 相 关 领 域 专业 人 士 参 考 . 
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Original edition, entitled A Course in Financial Calculus by Alison Etheridge, 
ISBN 0-521-89077-2 published by Cambridge University Press in 2002. 
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Press of the University of Cambridge, Cambridge, England. 
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详 者 简介 


张 寄 洲 ”上 海 师范 大 学 教授 .现任 上 海 师 范 大 学 数理 信息 学 院 院 长 、 上 海 市 数学 
学 会 常务 理事 和 《上 海中 学 数学 》 主编 . 

1996 年 在 中 国 科学 院 数 学 研究 所 获 理 学 博士 学 位 ，1996~1998 年 在 武汉 大 学 做 
博士 后 研究 ，2002 年 9~12 月 在 美国 New England 大 学 做 高 级 访问 学 者 ， 先 后 应 邀 
访问 过 美国 、 加 拿 大 、 德 国 和 日 本 和 的 10 多 所 大 学 . 主要 研究 领域 为 应 用 微分 方程 、 
金融 数学 、 算 子 半 群 及 其 应 用 等 . 已 在 国内 外 重要 学 术 刊 物 上 发 表 论 文 数 10 篇 ， 出 
版 教材 1 本 . 


译 者 序 


金融 数学 是 近 10 多 年 来 薄 牵 发 展 的 新 兴 交 叉 学 科 ， 已 经 成 为 国际 金融 领域 的 一 
校 奇 荡 ， 受 到 国际 金融 界 和 应 用 数学 界 的 局 度 重 视 . 金融 数学 的 最 显著 特征 束 是 有 效 
地 运用 数学 理论 和 方法 发 现 和 论证 金融 经 济 运 行 的 一 些 规律 .金融 数学 的 重要 性 可 用 
美国 花旗 银行 副 主 席 保 尔 . 柯 斯 林 于 1995 年 3 月 6 日 在 英国 剑桥 大 学 牛顿 数学 科 
学 人 研究 所 的 讲演 中 所 作 的 闭 名 论断 来 解释 ， 他 说 “一 个 从 事 银行 业务 而 不 慌 数 学 的 
人 ， 实 际 上 只 能 做 些 无 关 紧 要 的 小 事 . ” 


金融 数学 的 发 展 曾 两 人 次 引发 了 “华尔街 革命 ”. 20 世纪 50 年 代 末 60 年 代 
初 ，Marlko-Witz 的 证 券 投 资 组 合理 论 与 Sharpe 的 资本 资产 定价 理论 开创 了 金融 数 
学 理论 研究 的 先河 ， 从 而 引发 了 第 一 次 “华尔街 革命 ”， 他 们 两 人 因此 获得 了 1990 
年 语 由 尔 经 济 学 奖 . 第 二 次 “华尔街 革命 ”是 由 Black 和 Scholes 于 1973 年 提出 
的 衍生 产品 定价 理论 引起 的 ， 从 而 推动 了 期 权 交 易 业 务 的 发 展 . 1997 年 的 诺 贝 尔 经 
济 竺 奖 授予 了 Scholes 和 Merton， 就 是 为 了 奖励 他 们 在 期 权 定价 理论 方面 的 杰出 贡 
了 献 . 正 是 这 两 人 次 “革命 ”， 葛 定 了 太 过 发 展 的 金融 数学 这 门 新 学 科 的 基础 ， 同 时 也 为 
研究 新 型 衍生 产品 设计 的 新 学 科 ， 即 金融 工程 提供 了 理论 基础 . 


众所周知 ， 金 融 市 场 存在 不 确定 性 和 多 风险 性 .长 期 以 来 ， 人 们 一 直 在 探索 利用 
多 种 因素 正确 评 佑 风险 资产 和 确定 期 权 价格 的 有 效 方法 .金融 数学 模型 的 建立 ， 对 金 
融 市 场 风 险 分 析 、 预 测 和 监控 有 着 非常 重要 的 作用 .特别 是 Black-Scholes 模型 的 建 
立 以 父 利 方法 为 基础 ， 为 投资 者 提供 了 一 种 精确 确定 期 权 价 格 和 控制 投资 风险 的 有 
效 手 段 ， 同 时 ， 也 为 如 何 化 解 风 险 提 供 了 完整 的 思路 . 


由 类 国 牛 津 大 学 Alison Etheridge 教授 撰写 的 《金融 数学 教程 》 一 书 ， 是 高 等 院 
校 金 融 数学 课程 的 一 本 优秀 教材 ， 被 国外 很 多 大 学 广泛 采用 . 虽然 阅读 该 书 需要 有 一 
定 的 数学 基础 ， 但 该 书 内 容 通俗 易 懂 ， 与 金融 市 场 的 实际 相 结合 ， 配 有 大 量 的 实际 
例子 和 习题 . 能 有 机 会 将 该 书 介 绍 给 国内 读者 ， 我 们 感到 非 党 高兴， 该 书 可 作为 国内 
数学 系 和 商学 院 等 有 关 院 系 的 本 科 生 和 研究 生 的 金融 数学 课程 的 教材 ， 也 可 供 金融 
界 从 业 人 员 人 参考. 


本 书 的 翻译 工作 是 由 我 各 我 的 几 名 研究 生 以 及 同济 大 学 博士 生 王 杨 合 作 完 成 
的 ， 其 中 前 言 、 第 1、7 章 以 及 索引 由 我 自己 翻译 ， 第 2、6 章 由 郭 培 栋 翻 译 ， 第 3 
划 由 李 松 族 翻 诺 ， 第 4 章 由 王 杨 翻 译 ， 第 5 章 由 朱 海 燕 翻 译 . 最 后 由 我 负责 全 书 统 
校 ， 特 别 是 在 最 后 定稿 阶段 与 郭 培 栋 和 朱 海 燕 进行 了 有 益 的 讨论 ， 此 外 ， 朱 海燕 做 了 
”大量 的 文字 输入 工作 ， 李 松 芹 对 全 书 的 俯 TEX 排 版 工作 做 出 了 宝贵 的 贡献 ， 在 此 表示 
感谢 . 


2 译 者 序 


本 书 是 应 人 民 邮 电 出 版 社 图 灵 公 司 之 邀 翻译 的 .特别 感谢 责任 编辑 王丽萍 女 
士 ， 由 于 她 的 支持 和 兹 励 使 得 本 书 的 翻译 工作 能 顺利 完成 ,同时 非常 感谢 该 书 的 作 
者 Alison Etheridge 教授 ， 她 特地 为 该 书 的 中 文 版 写 了 序言 .由 于 译 者 时 间 和 水 平 所 
限 ， 书 中 难免 有 朴 漏 之 处 ， 翻 译 不 安之 处 ， 敬 请 广大 读者 给 予 批评 指正 . 


张 寄 洲 
2006 年 3 月 于 上 海 师范 大 学 


I AN 


al 


ul 


金融 数学 为 学 术 研究 与 产业 的 成 功 结合 提供 了 十 分 生动 的 范例 ， 在 大 学 和 银行 业 
同时 发 展 起 来 的 高 深 数 学 方法 已 将 衍生 产品 业务 转化 成 数 万 亿美 元 的 市 场 ， 分 而 号 
致 了 对 训练 有 素 的 学 生 和 相应 的 教科 书 的 需求 . 

这 本 书 可 作为 金融 数学 的 入 门 课程 ， 很 明显 ， 本 书 受 到 了 Martin Baxter 和 An- 
drew Rennie《 金 融 数 学 》 一 书 的 影响 ， 我 非常 感谢 Martin 和 Andrew 的 指导 并 人 允 
许 我 采用 他 们 书 中 的 一 些 材 料 . 

这 本 教材 的 结构 在 很 大 程度 上 与 《金融 数学 》 一 书 类 似 ， 但 在 数学 内 容 上 ， 特 
别 是 对 随机 分 析 的 讨论 ， 它 已 拓展 成 为 一 本 适用 于 大 学 数学 课程 的 教材 ， 书 中 还 提 
供 了 大 量 习 题 ， 为 了 保持 教材 适当 的 篇 幅 ， 我 们 已 经 做 了 一 些 删 减 .最 显著 的 是 没有 
讨论 利率 模型 ， 而 是 把 许多 最 流行 的 利率 模型 作为 例子 放 在 习题 中 ， 作 为 补救 措施 ， 
在 第 7 草 对 利率 模型 必要 的 数学 背景 进行 了 深入 的 探讨 ， 并 且 我 们 简短 地 讨论 了 在 
金融 数学 的 后 继 课 程 中 包含 的 一 些 主题 . 习题 应 作为 课程 的 一 个 组 成 部 分 ， 需 要 习题 
解答 的 教师 可 以 写 邮 件 给 solutions@cambridge.org 申请 . 

本 书 强调 的 是 随机 技术 ， 但 并 不 排除 使 用 其 他 的 方法 ， 与 其 他 金融 数学 教材 相 
间 ， 我 们 也 采用 二 项 式 树 方法 来 引入 套利 定价 的 概念 ， 仿照 《金融 数学 》 一 书 ， 我 们 
也 给 出 关于 或 和 随机 分 析 在 离散 情形 下 的 关键 定义 和 结论 ， 其 中 通过 解析 方法 ， 重 
要 的 概念 也 变 得 清晰 起 来 ， 从 而 为 以 后 各 章 更 多 的 结果 作 了 铺垫 ， 通过 6 - 对 冲 原 理 
和 Feynman-Kac 随机 表示 定理 ， 我 们 建立 套利 定价 与 偏 微分 方程 方法 的 联系 ， 无 论 
我 们 采用 什么 方法 ， 需 要 特别 强调 的 一 点 是 ， 由 于 在 理论 上 依赖 无 套利 的 假设 ， 因 
此 对 冲 是 非常 重要 的 .只 有 存在 一 个 “复制 投资 组 合 ”， 我 们 的 定价 公式 才 有 意义 . 

这 本 教材 的 早期 版 本 是 供 1997~1998 学 年 牛津 大 学 数学 系 四 年 级 本 科 生 和 一 年 
级 研究 生 使 用 的 . 虽然 我 们 假设 读者 多 少 熟悉 一 点 概率 论 ， 但 并 不 意味 着 这 是 事先 必 
需 的 知识 ， 而 且 我 们 所 见 的 选修 那些 课程 的 学 生 ， 他 们 都 能 很 快 建立 必 备 的 概念 . 关 
于 这 方面 的 适当 背景 知识 ， 建 议 读者 参看 文献 目录 中 列 出 的 读物 . 由 于 一 门 入 门 课程 
只 涉及 学 科 的 一 些 浅 显 内 容 ， 因此 我 们 也 建议 读者 广泛 阅读 高 级 读物 . 

本 项 目 得 到 EPSRC 高 级 协会 的 资助 ， 在 Magdalen 学 院 完成 本 书写 作 令 我 十 分 
恰 快 并 且 不 胜 荣幸 . 非常 感谢 院 长 、 同 事 、 工 作 人 员 和 学 生 们 为 我 提供 了 这 么 优越 的 
工作 环境 ， 许 多 人 提出 了 有 益 的 建议 并 阅读 了 本 书 早期 的 手稿 .我 特别 要 感谢 Ben 
Hambly, Alex Jackson 和 Saurav Sen， 也 要 感谢 剑桥 大 学 出 版 社 的 David Trianah， 
他 在 本 书 的 形成 过 程 中 起 到 了 极其 重要 的 作用 ， 他 的 意见 是 非常 宝贵 的 ， 尤 其 应 该 提 
到 的 是 ， 我 应 该 对 Lionel Mason 的 坚定 支持 和 鼓励 表示 感谢 . 


Alison Etheridge 
2001 年 6 月 


中 文 版 订 


我 万 分 高 兴 上 海 师范 大 学 张 寄 洲 教授 已 经 将 我 的 书 《 金 融 数学 教程 》 翻 译 成 中 
文 .我 非常 希望 这 本 教材 将 会 对 金融 市 场 的 数学 模型 感 兴趣 的 所 有 中 国学 生 和 教师 提 
供 有 价 人 的 资源 ， 有 虽然 该 书 仅 给 出 随机 分 析 及 它 对 金融 衍生 物 定价 的 作用 一 个 简短 的 
介绍 ， 但 我 希望 即使 是 对 这 个 优美 而 又 非 沉 重要 的 理 沦 有 一 点 粗略 的 了 解 ， 也 是 以 
激 起 读者 继续 学 习 这 方面 知识 的 兴趣 . 


Alison Etheridge 
2006 年 3 月 于 牛津 大 学 


Il am deeply flattered that Professor Jizhou Zhang of Shanghai Normal University 
has translated my text “A Course in Financial Calculus” into Chinese. I very much 
hope that it will provide a valuable resource to all students and teachers in China 
with an interest im mathematical models of financial markets. It provides only a 
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本 章 从 金融 和 研究 金融 工具 定价 的 问题 和 入手， 在 简单 模型 的 背景 中 ， 引 入 
一 些 基 本 定义 . 假设 怡 好 在 两 个 时 间 对 市 场 进行 观察 :在 零 时 刻 金融 合约 生 
效 ; 在 工时 刻 合 约 到 期 ， 我 们 进一步 假设 市 场 在 工时 刻 只 能 处 在 有 限 个 状态 
之 一 ， 有 虽然 模型 很 简单 ， 但 它 揭 示 出 现代 金融 核心 的 重要 性 : 即 完全 对 冲 的 思 
想 ， 关 于 金融 合约 ， 如 果 能 找到 “公平 的 ”价格 ， 那 么 对 “完全 市 场 ”的 概念 
和 它 的 重要 性 的 初步 讨论 也 是 是 够 的 . 

尽管 我 们 在 后 面 会 经 营 提 到 有 关 结 有 果 的 论述 ， 但 还 是 可 以 放心 地 略 过 1.5 
方 中 的 证 明 . 


1.1 金融 中 的 一 些 定 义 


金融 市 场 工具 可 分 为 两 种 类 型 : 一 类 是 原生 股票 (underlying stock)， 邵 股 
份 、 债 券 、 商 品 和 外 汇 ; 为 一 类 是 它们 的 衍生 产品 (derivative)， 即 保证 在 未 
来 给 予 某 种 支付 或 交付 的 权益 ， 这 种 权益 视 原 生 股 票 的 行为 而 定 . 衍生 产品 通 
过 参与 者 对 未 来 的 交易 在 现在 时 刻 确定 其 价格 ， 因 而 能 减少 或 扩大 风险 .有 一 
种 无 需 化 费 的 合约 ， 不 但 能 消去 股票 和 某 些 已 确定 未 来 价格 的 股票 之 间 的 差 
别 ， 而 且 使 双方 都 能 承担 属于 股票 自身 加 有 的 风险 ， 并 不 需要 资金 马上 去 购 
买 . 
在 同一 市 场 ， 双 方 交 易 非常 活跃 的 两 种 工具 之 间 的 联系 是 十 分 复杂 和 难以 
确定 的 . 原生 股票 所 表现 出 的 随机 特性 转移 到 本 身 也 表现 随机 性 的 衍生 产品 上 . 
我 们 的 主要 目标 是 确定 对 衍生 证 券 应 该 愿意 支付 多 少 钱 . 但 首先 需要 知道 

更 多 一 点 的 金融 术语 ， 
定义 1.1.1 远 期 合约 (forward contract) 是 在 规定 的 未 来 日 期 工 按 规定 的 
价格 KK 买 ( 卖 ) 一 种 资产 的 协议 .买方 被 称 为 持 有 多 头 ， 卖 方 被 称 为 持 有 空 


定价 问 


收益 
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远 期 合约 一 般 不 在 交易 所 里 进行 交易 ， 签 订 远 期 合约 不 需要 费用 . 对 
远 期 合约 来 说 ,“ 定 价 问 题 ” 是 确定 应 该 写 进 合约 里 K 的 值 是 多 少 ， 期 货 合 
约 (future contract) 与 远 期 合约 是 相同 的 ， 只 是 期 货 合约 是 在 交易 所 正规 交易 
且 具 有 标准 化 条 款 和 特定 的 清算 形式 , 

远 期 合约 是 衍生 证 券 最 简单 的 例子 ， 相 应 的 定价 问题 的 数学 方法 也 很 简 
单 . 围绕 期 权 (option) 定价 问题 有 大 量 丰 富 的 理论 .期 权 让 持 有 人 有 权利 但 不 
负 有 义务 做 某 件 事情 . 期 权 以 许多 不 同 的 形式 出 现 ，Black 和 Scholes 由 于 定价 
欧式 看 涨 期 权 市 儿 得 了 声誉 . 

定义 1.1.2 ”欧式 看 涨 期 权 让 持 有 人 有 权利 但 不 负 有 义务 在 规定 时 间 全 按 
规定 价格 久 购买 某 种 资产 . 
欧式 看 跌 期 权 让 持 有 人 有 权利 在 规定 时 间 全 按 规定 的 价格 所 出 售 某 种 资产 . 


一 般 而 言 ， 看 涨 (call) 是 指 购买 ， 看 跌 (put) 是 指出 售 . 术语 欧式 (Europe- 
an) 是 指 持 有 人 持 有 期 权 的 价值 到 人 时刻， 即 合约 期 满 仅仅 依赖 于 工 时 刻 的 
市 场 状 况 ， 存 在 其 他 期 权 ， 例 如 美式 期 权 或 亚 式 期 权 ， 其 收益 由 原生 资产 在 整 
个 时 间 区 间 [0,7] 的 表现 来 确定 .本章 的 方法 仅 对 欧式 期 权 的 讨论 有 意义 . 

定义 1.1.3 ”衍生 产品 合约 的 到 期 时 间 全 称 为 执行 日 或 到 期 日 ， 价 格 下 

那么 ， 什么 是 欧式 看 涨 期 权 的 定价 问题 ? 假设 一 家 公司 通常 必须 经 营 一 
种 有 内 在 风险 的 资产 ， 比 如 石油 . 例如 ， 它 们 可 能 知道 在 3 个 月 内 将 需要 一 干 
桶 原油 .油价 可 能 剧烈 波动 ， 但 通过 以 敲定 价格 KK 购买 欧式 看 涨 期 权 ， 公 司 
知 赴 为 了 购买 一 千 桶 石油 他 们 (在 3 个 月 内 ) 最 多 将 需要 多 少 钱 . 人 们 可 以 认 
为 期 权 是 作为 保险 用 来 规避 油价 上 涨 所 带 来 的 风险 ， 当 前 定价 问题 是 对 给 定 
的 工 和 KK， 确定 公 司 应 该 为 这 样 的 保险 支付 多 少 现金 . 

对 这 个 例子 ， 有 一 个 额外 的 复杂 情形 ， 公司 花 钱 贮存 石油 .为 了 简化 我 们 
的 工作 ， 首 先 对 基于 资产 的 衍生 产品 进行 定价 ， 那 些 资 产 可 以 在 不 花费 额外 费 
用 的 情况 下 持 有 ， 通 常 是 公司 的 股票 .同样 地 ， 我 们 假设 对 持 有 的 股份 没有 额 
外 的 收益 ， 即 不 支付 红利 . 


假设 条 件 : 除非 男 作 其 他 说 明 ， 原 生 资 产 可 以 在 没有 额外 费用 和 收益 的 情况 


下 被 持 有 . 


在 第 5 章 将 放宽 这 个 假设 条 件 . 

假设 公司 要 签 一 份 合 约 ， 赋 予 它 一 种 权利 ， 但 不 负 有 义务 ， 以 价格 及 购 
关 3 个 月 到 期 的 一 单位 的 股票 ， 公 司 将 为 这 个 合约 支付 多 少 钱 ? 

自 先 ， 我 们 需要 知道 在 到 期 日 ， 这 个 合约 的 价值 是 多 少 ， 如 果 期 权 持 有 
到 期 (这 里 时 间 是 3 个 月 )， 原 生 股 票 的 实际 价格 是 Sr 且 Sr > KK ， 那 么 期 
权 将 被 执行 ， 此 时 ， 称 期 权 处 于 实 值 (in the money) 状态 ， 即 以 价格 KK 购 
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买 价 值 为 97 的 股票 . 对 公司 来 说 期 权 的 价值 就 是 (ST 一 外)， 为 一 方面 ， 如 
果 ST < 太 ， 那 么 从 开放 市 场 上 直接 购买 原生 股票 将 会 更 便宜 ， 所 以 ， 期 权 将 
不 被 执 行 ，( 期 权 有 不 执行 的 自由 权 正 是 期 权 与 期 贷 的 区 别 ，) 因此 期 权 失 去 价 
值 且 处 于 虚 值 (out of the money) 状态 .[ 如 果 57 = 五 ， 期 权 处 于 平 值 (at the 
money) 状态 .] 因此 期 权 在 工时 刻 的 收益 是 


(ST — K); 2 max{(Sr — K),0}. 


图 1-1 表明 在 到 期 日 3 类 衍生 证 券 的 收益 情况 : 远 期 购买 期 权 ， 欧 式 看 涨 
期 权 和 欧式 看 跌 期 权 ， 每 一 种 都 是 到 期 日 股票 价格 的 函数 .在 零 时 刻 ， 和 衍生 产 
品 合约 生效 之 前 ， 我 们 允许 自己 是 空头 . 


(b) (¢) 


图 1-1: 敲定 价格 为 KK 的 (a) 远 期 购买 期 权 (b) 欧式 看 涨 期 权 (c) 欧式 看 跌 期 权 在 到 
期 日 的 收益 是 ST 的 函数 


我 们 已 经 指出 欧式 看 涨 期 权 可 以 减少 风险 ， 当 然 ， 投 机 者 也 可 能 会 以 股 
各 上 涨 作为 赌注 利用 它 进 行 投机 .事实 上 ， 通 过 持 有 组 合 ， 即 前 面 已 经 描述 过 
的 “标准 ”期 权 的 组 合 ， 我 们 可 以 设计 相当 复杂 的 投资 选择 ， 这 里 ， 我 们 给 出 
一 个 例子 ， 在 习题 1 中 ， 有 更 多 的 例子 . 

例 1.1.4 [ 同 价 对 敲 (straddle】 假设 投机 者 希望 股票 价格 有 一 个 大 的 变 
动 ， 但 他 不 知道 变动 的 方向 . 那么 一 个 可 能 的 组 合 就 是 同 价 对 敲 . 这 涉及 到 同 
时 持 有 具有 相同 敲定 价格 和 到 期 日 的 欧式 看 涨 期 权 和 欧式 看 跌 期 权 . 

解释 ” 同 价 对 疝 的 收益 是 (Sz 一 KK) (来自 看 涨 期 权 ) 加 上 (K - Sz) (来 
目 看 跌 期 权 )， 即 |87 一 K|. 虽然 这 种 组 合 的 收益 总 是 正 的 ， 但 在 到 期 日 ， 
如 采 股 票 价格 非常 接近 敲定 价格 ， 那 么 收益 将 不 足以 支付 购买 期 权 的 费用 ， 
从 而 使 投资 者 有 损失 ， 田 一 方面 ， 价 格 上 较 大 的 变动 也 可 能 会 带 来 丰厚 的 利 
润 . 口 
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1.2 ” 远 期 合约 定价 


为 了 求解 定价 问题 ， 对 市 场 的 运作 方式 ， 我 们 必须 作出 一 些 假 设 . 为 此 ， 
我 们 从 详细 讨论 远 期 合约 开始 . 
回想 远 期 合约 是 以 规定 的 未 来 日 期 和 规定 的 价格 购买 (或 出 售 ) 某 种 资 
产 . 假设 某 人 同意 在 工 时 刻 以 价格 K 购买 某 种 资产 .那么 在 全 时刻， 其 收益 
正好 为 ST 一 太 ， 这 里 S7 是 工 时 刻 资产 的 实际 价格 .， 收益 可 能 是 正 的 ， 也 可 
能 征 负 的 ， 因 为 签订 远 期 合约 是 不 需要 任何 花费 的 ， 对 远 期 合约 来 说 ， 这 也 就 
是 全 部 收益 (或 损失 ). 现在 的 问题 是 如 何 确定 及 的 公平 价格 . 
期 望 值 签订 合约 的 时 候 ， 我 们 并 不 知道 Sir， 我 们 只 能 对 它 进行 猜测 ， 更 正式 地 
定价 “说 ， 确 定 它 的 概率 分 布 . 一 个 用 途 广 泛 的 模型 (作为 第 5 章 中 Black-Scholes 
分 析 的 基础 ) 是 股票 价格 服从 对 数 正 态 分 布 (lognormally distributed)， 即 存 
在 常数 v 和 ogo， 使 得 Sr/So(T 时 刻 的 股价 除 以 零 时 刻 的 股价 通常 称 为 回 
报 (return)) 的 对 数 (logarithm) 服从 均值 为 vy， 方差 为 o? 的 正 态 分 布 . 用 符 
写 表示 如 下 : 


Sr Sr 
| 衬 € |a， 中 = P| log (可) E [log a, log 中 
fe 1 (z — wv)? 
| 2TTO 20° ju 
注意 股价 是 正 的 ， 从 而 a 和 4b 也 是 正 的 . 因此 ， 上 式 右边 的 积分 是 有 意义 的 . 


我 们 的 第 一 个 猜想 是 及 [ST] 应 该 表示 写 进 合约 中 的 公平 价格 .然而 ， 它 与 
市 场 价格 很 难 一 致 .事实 上 ， 我 们 将 表明 利息 是 定价 问题 的 关键 
无 风险 我 们 需要 一 个 货币 的 时 间 价 值 (time value of money) 模型 :现在 的 1 美 
利率 ”元 可 能 比 以 后 某 个 时 刻 的 1 美元 更 有 价值 . 假设 对 这 些 未 来 期 望 的 市 场 (债券 
市 场 ) 的 价格 由 某 种 利率 决定 . 特别 地 : 


货币 的 时 间 价 值 :假设 对 于 小 于 某 个 时 间 7 的 任何 时 刻 工 和 某 个 常数 7 > 0， 
在 人 时刻 1 美元 的 现 值 期 望 是 e-"T， 于 是 利率 7 是 这 个 时 间 段 中 的 连续 复 


利 的 (continuously compounded) 利率 . 


这 样 的 市 场 ， 比 如 说 由 美国 政府 债券 衍生 的 市 场 ， 不 带 有 违约 风险 ， 即 对 
未 来 美元 的 承诺 将 总 会 兑现 ， 为 了 强调 这 一 点 ， 我 们 因此 通常 称 为 无 风险 利 
率 (risk-free interest rate)， 在 这 个 模型 中 ， 通 过 购买 或 出 售 现金 债券 ， 投 资 者 
可 以 以 同样 的 无 风险 利率 贷款 和 借款 给 别人 而 获得 利息 


1.2 远 期 合约 定价 


在 实际 中 利率 市 场 不 是 这 样 简单 ， 但 这 是 我 们 在 后 面 将 要 讨论 的 议题 . 


我 们 现在 证 明正 是 无 风险 利率 ， 或 等 价 地 是 现金 债券 的 价格 ， 而 不 是 对 数 套利 定 


正 态 模型 使 得 选取 的 敲定 价格 KK 出 现在 远 期 合约 中 . 
对 不 同 的 货币 利率 是 不 同 的 ， 因 此 为 了 确定 起 见 ， 假 设 我 们 是 在 美元 市 场 
中 操作 ， 这 里 (无 风险 ) 利率 是 x. 


。 首先 假设 及 > 95oe 出 售 者 有 义务 在 工 时刻 以 及 美元 交付 一 单位 股 

票 ， 采 用 如 下 策略 : 在 零 时 刻 借 入 So 美元 ( 即 以 价格 So 美元 出 售 债券 ) 

和 购买 一 单位 股票 . 在 了 时刻， 她 应 该 支付 Soe" 美元 , 但 她 有 以 K 

美元 出 售 的 股票 ， 从 而 获得 确定 的 利润 (K -~ Soer ) 美元 . 

。 如 果 KK < Soe”*， 邦 么 购买 者 会 采用 相反 的 策略 .她 在 零 时 刻 以 So 美 

元 出 售 一 单位 股票 和 购买 现金 债券 . 在 工 时 刻 ， 债 券 获得 Soer7 美元 ， 

她 以 KK 美元 买 回 一 单位 股票 ， 从 而 获得 确定 的 利润 (Soe"T 一 上) 美元 . 

除非 KK = Soe”!， 否 则 总 可 以 保证 一 方 参与 者 获 利 . 

定义 1.2.1 获得 无 风险 利润 的 机 会 称 为 套利 机 会 . 

在 现代 金融 理论 中 建立 模型 的 起 点 是 规定 不 存在 套利 机 会 . (事实 上 ， 有 
人 完全 靠 利 用 套利 机 会 过 日 子 ， 但 是 在 市 场 价格 波动 将 他 们 淘汰 出 局 之 前 ， 这 
柱 的 机 会 不 会 长 时 间 存 在 ， 在 一 段 时 间 内 ， 市 场 价格 的 波动 可 使 这 样 的 机 会 消 
失 .) 我 们 已 经 证 明 下 面 的 引 理 . 

5| 理 1.2.2 假设 市 场 无 套利 ，So 为 零 时 刻 的 股票 价格 ，r 为 无 凤 险 利 
率 ， 那 么 到 期 日 为 了 的 远 期 合约 敲定 价格 为 KK = Soe”T. 

有 时 称 Soe”” 为 套利 价格 (arbitrage price)， 也 称 为 股票 的 远 期 价格 (for- 
ward price). 

注释 在 引 理 1.2.2 的 证 明 中 ， 购 买 者 出 售 可 能 不 属于 自己 的 股票 ， 这 被 
称 为 卖 空 (short selling). 之 所 以 发 生 这 种 情况 ， 是 因为 投资 者 可 以 “ 借 ” 股 票 
和 钱 . 口 


当然 ， 远 期 合约 是 一 种 特殊 类 型 的 衍生 产 唱 . 虽然 上 述 论 述 并 没有 告诉 我 
们 怎样 确定 期 权 的 价值 ， 但 寻求 一 种 不 使 参与 双方 获得 无 风险 利润 的 价格 的 策 
略 在 下 面 是 十 分 重要 的 . 

睾 温 前 面 的 内 容 ， 为 了 定价 远 期 合约 ， 构 造 包括 一 单位 原生 股票 和 一 Sn 
现金 债券 的 投资 组 合 ， 该 组 合 在 到 期 时 刻 全 的 价值 恰好 是 远 期 合约 自身 的 价 
值 . 这 样 的 投资 组 合 称 为 完全 对 冲 (perfect hedge) 或 复制 投资 组 合 (replicating 
portfolio). 这 种 思想 是 现代 金融 数学 中 最 重要 的 范例 ， 并 且 在 后 面 的 论述 中 反 
复 所 到 . 带 有 讽刺 意义 的 是 ， 我 们 将 反复 使 用 “期 望 ” 一 词 ， 但 是 把 它 作为 完 
全 对 冲 设 计 中 的 一 种 工具 . 


价 


欧式 看 
涨 期 权 
定价 
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1.3 ” 单 时 段 两 值 模 型 


现在 转 过 来 确定 欧式 看 涨 期 权 的 公平 价格 ， 为 此 ， 我 们 首先 考虑 一 个 拉 述 
市 场 价格 波动 的 更 简单 模型 .我 们 再 次 假定 只 在 两 个 时 刻 观 察 市 场 ， 一 个 是 合 
约 生 效 日 ， 另 一 个 是 合约 的 到 期 日 ， 然而， 现在 我 们 假设 股票 价格 在 全 时 刻 
只 有 两 种 可 能 的 值 . 我 们 看 一 个 简单 的 例子 . 

例 1.3.1 假设 某 个 股票 的 现价 是 2500 日 元 . 一 个 6 个 月 到 期 的 欧式 看 涨 
期 权 ， 其 敲定 价格 是 3000 日 元 . 投资 者 相信 在 6 个 月 内 股价 为 4000 日 元 的 
概率 是 1/2， 为 2000 日 元 的 概率 是 1/2. 因此 ， 他 计算 出 期 权 ( 当 它 到 期 时 ) 
的 期 望 值 是 500 日 元 . 日 元 的 无 风险 利率 现 值 为 0 因此， 投资 者 愿意 为 期 权 
支付 500 日 元 ， 这 是 公平 价格 吗 ? 


解 ” 根据 前 节 的 内 容 ， 读 者 可 能 已 经 猜测 到 这 个 问题 的 答案 是 个 定 的 .我 
们 再 次 表明 该 合约 的 一 方 能 获得 无 风险 利润 .在 这 种 情况 下 ， 他 是 合约 的 出 售 
者 . 下面 是 他 可 能 采取 的 许多 种 可 能 的 策略 之 一 . 

策略 : 在 零 时 刻 ， 出 售 该 期 权 ， 们 入 2000 日 元 并 购买 一 单位 股 昧 . 


。 首先， 假设 在 到 期 日 ， 股 票 价 格 是 4000 日 元 ， 期 权 持 有 人 执行 合约 ， 因 
此 ， 他 必须 以 3000 日 元 出 售 股票 . 这 时 ， 他 有 (一 2000 + 3000) 日 元 ， 
即 1000 日 元 . 

。 其 次 ， 如 果 在 到 期 日 股票 价格 是 2000 日 元 ， 那 么 期 权 持 有 人 不 执行 
合约 . 因此 ， 他 在 公开 的 市 场 上 以 2000 日 元 出 售 他 的 股票 ， 这 时 他 持 有 
的 净 现 金 是 (一 2000 + 2000) 日 元 ， 即 ， 他 恰好 不 亏 不 赢 . 

以 上 两 种 方式 ， 合 约 的 出 售 者 有 获得 利润 的 机 会 而 没有 损失 的 风险 ， 这 说 
明 期 权 的 价格 太 高 . 

那么 期 权 合 适 的 价格 到 底 是 多 少 呢 ? 

我 们 从 合约 出 售 者 的 角度 来 考虑 . 记 ST 为 合约 到 期 时 的 股票 价格 ， 出 售 
者 知道 为 了 获得 想 要 的 权益 ， 在 时 刻 他 需要 有 (ST 一 3000); 日 元 ， 想 法 
是 ， 为 了 保证 这 一 点 ， 在 股票 与 现金 的 组 合 中 ， 出 售 者 要 计算 在 零 时 刻 他 需要 


假设 合约 出 售 者 用 出 售 期 权 获 得 的 现金 购买 一 个 由 zl 日 元 现金 和 za 份 
额 股票 构成 的 投资 组 合 ， 如果 在 到 期 日 股价 是 4000 日 元 ， 那 么 在 工 时刻 投 
资 组 合 的 价值 是 zie"” 十 4000z2， 期 权 的 出 售 者 要 求 这 个 价值 至 少 是 1000 日 
元 ， 这 就 是 说 ， 由 于 利率 为 0， 
Z1 十 400072 之 1000. 
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如 果 股 价 是 2000 日 元 ， 期 权 的 出 售 者 只 要 求 投资 组 合 的 价值 是 非 负 的 ， 
也 就 是 
Xl 十 200072 之 0. 
在 图 1-2 中 ， 如 果 (zi,zz) 位 于 阴影 区 域内 ， 那 么 期 权 的 出 售 者 就 能 获得 (无 
风险 ) 利润 ， 在 区 域 的 边界 上 ， 除 两 条 直线 的 交点 以 外 的 所 有 点 ， 都 有 获得 利 
洞 的 可 能 性 而 不 可 能 有 损失 . 用 点 (z1, 32) 表示 的 投资 组 合 准确 地 给 出 了 在 工 
时 刻 期 权 出 售 考 所 需要 得 到 的 权益 的 价值 . 


\ 


x.+ 4000x,= 1000 
xX+ 2000x,=0 


图 1-2: 在 例 1.3.1 中 ， 如 果 合约 的 出 售 者 能 够 购买 属于 阴影 区 域 中 的 任何 投资 组 合 ， 
寿 么 他 就 能 获得 无 风 险 利 泣 


求解 这 两 个 联 立方 程 ， 当 xz1 = 一 1000 和 zs = 1/2 时 ， 期 权 的 出 售 者 恰好 

能 获得 权益 的 价值 . 构造 零 时 刻 这 个 投资 组 合 的 费用 是 (一 1000 + 2500/2) 日 

元 ， 即 250 日 元 .对 任何 高 于 250 日 元 的 期 权 价格 ， 出 售 者 能 获得 无 风险 利 

如 末期 权 的 价格 少 于 250 日 元 ， 那 么 购买 者 可 以 通过 “借入 ”投资 组 

合 (21, x2) 和 购买 期 权 而 获得 无 风险 利润 . 因此 ， 在 无 套利 的 假设 下 ， 期 权 的 

公平 价格 是 250 日 元 . 口 

注意 到 就 像 对 远 期 合约 那样 ， 我 们 不 利用 对 可 能 的 市 场 波 动 事先 设 定 的 可 

能 性 来 达到 公平 价格 . 我们 仅 需 要 通过 简单 的 投资 组 合 就 可 以 复制 权益 的 事 

实 ， 出 售 者 可 用 由 zl 日 元 的 现金 和 xs 份额 的 股票 构成 的 投资 组 合 来 对 冲 未 
定 权 益 (hedge the contingent claim)(S7 一 3000), 日 元 . 


我 们 能 用 同样 的 论证 来 证 明 下 面 的 结果 . 


欧式 期 


引 理 1.3.2 假设 无 风险 美元 利率 (到 某 个 时 界 7 > 了 ) 为 r. 用 50 表示 某 权 定价 


个 资产 在 零 时 刻 的 (美元 ) 价值 . 假设 股票 价格 的 运动 使 得 资产 在 人 时 刻 的 价 


公式 


更 复杂 


模型 
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dg < er ”< 由 
那么 在 到 期 日 具有 收益 CUSr) 的 欧式 期 权 在 零 时 刻 的 市 场 价格 为 
1 一 ce 一 7 工 —rT 1 
( 一 ) cs + (SS )c(so0) 
而 且 ， 期 权 的 出 售 者 可 以 用 出 售 期 权 获 得 的 现金 购买 罕 时 刻 的 


族人 C(Sou) — Cl(Sod) 
Sou 一 Sod 
份额 股票 和 持 有 的 剩余 债券 ， 来 构造 一 个 在 了 时 刻 价 值 为 (ST 一天)+ 的 投资 
组 合 . 


证 明 由 习题 4(a) 给 出 . 


(1.1) 


1.4 ”三 值 模型 


关于 两 值 模型 有 几 点 是 很 特殊 的 . 特别 地 ， 我 们 假设 资产 价格 在 全 时刻 
必须 取 两 个 规定 值 之 一 . 如果 我 们 允许 资产 价格 在 工 时刻 取 三 个 可 能 的 值 之 
一 ， 和 情况 将 如 何 呢 ? 

我 们 可 以 重复 1.3 节 中 的 分 析 ， 出 售 者 能 够 通过 由 zi 日 元 的 现金 和 za 份 
额 的 股票 构成 的 投资 组 合 复制 在 全 时 刻 的 权益 ， 这 里 对 应 于 Sz 的 3 种 可 能 
值 ， 将 要 考虑 3 种 情形 .如果 利率 为 零 ， 那 么 有 3 个 不 等 式 


Z1 十 97za > (957 一 3000)1， i= 1,2,3, 


这 里 S57 表示 ST 的 可 能 取 值 . 现在 的 图 形 与 图 1-3 有 点 相像 . 

为 了 保证 在 工时 刻 的 权益 ， 出 售 者 要 求 (x1, x2) 位 于 阴影 区 域 ， 而 在 这 
个 区 域 的 任何 点 ， 她 有 和 获得 利润 的 绝对 可 能 性 而 不 可 能 损失 . 在 这 个 阴影 区 域 
以 外 的 任何 投资 组 合 则 有 损失 的 风险 . 不 存在 完全 复制 权益 的 投资 组 合 ， 对 期 
权 而 言 也 不 存在 惟一 的 “公平 ”价格 . 

市 场 不 是 完全 的 (complete)， 也 就 是 说 ， 存 在 不 能 完全 对 冲 的 未 定 权 益 . 


当然 ， 我 们 将 把 工作 限于 对 证 一 种 权益 的 方法 . 首先 ， 我 们 仅 允 许 自 己 的 
投资 组 合 由 原生 股票 和 现金 债券 构 成 ， 真实 的 市 场 往往 比 这 种 情况 更 复杂 . 如 
果 我 们 允许 自身 同 第 三 个 “独立 ” 产 交 易 ， 那 么 这 将 在 了 中 产生 3 个 不 平行 
的 平面 .它们 将 相交 于 代表 完全 复制 权益 的 一 个 投资 组 合 的 某 个 点 . 于是， 这 
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SS 
sm NM 


图 1-3: 如 果 股 票 价格 在 工 时 刻 取 3 个 可 能 的 值 ， 那 么 期 权 的 出 售 者 在 任何 没有 损失 
风险 的 点 有 获得 利润 的 绝对 机 会 


产生 了 一 个 问题 : 在 一 个 更 复杂 的 市 场 模型 中 何 时 存在 套利 机 会 ? 在 下 一 节 
的 单 时 段 模型 中 我 们 将 回答 这 个 问题 ， 我 们 已 经 置身 于 其 中 的 第 二 个 约束 条 
件 是 不 允许 我 们 在 合约 的 出 售 时 间 和 到 期 日 之 间 调 整 投资 组 合 ， 事 实 上 ， 正 
像 在 第 2 章 中 看 到 的 ， 如 果 我 们 考虑 市 场 在 0 和 了 全 之 间 的 某 些 时 刻 是 可 观测 
的 ， 且 允许 出 售 者 在 这 些 时 刻 调整 她 的 投资 组 合 (不 改变 它 的 值 )， 那 么 ， 我 们 
能 允许 在 了 时刻 股 票 价格 可 取 任 何 可 能 的 值 ， 并 且 通 过 恰好 由 原生 股票 和 现 
金 债券 组 成 的 投资 组 合 仍 然 可 以 复制 在 全 时 刻 的 每 个 权益 . 


1.5 ”无 套利 特征 


在 两 值 模型 中 ， 通 过 简单 地 求解 两 个 联 立 方程 容易 找到 期 权 的 正确 价 
格 . 然而 ， 两 值 模型 是 很 特殊 的 ， 在 后 面 的 三 值 模型 中 ， 警 报 铃 可 能 拉 响 . 两 
值 模型 仅仅 描述 单个 股票 (和 单个 债券 ) 的 演变 ， 对 三 值 模型 ， 解 决 种 种 困难 
的 出 路 在 于 允许 与 男 一 个 “独立 ”资产 进行 交易 ， 在 本 节 ， 我 们 把 这 种 思路 推 
三 到 更 复杂 的 市 场 模型 中 ， 这 些 模 型 的 特征 是 存在 足够 多 的 独立 资产 ， 它 们 的 
任何 期 权 具 有 公平 价格 ， 除 了 定义 1.5.1 和 定理 1.5.2 的 论述 以 外 ， 本 节 其 他 
部 分 可 以 略 去 . 


现在 市 场 由 有 限 个 (但 可 能 为 数 很 大 ) 可 交易 资产 组 成 ， 我 们 再 次 限于 单 
时 段 模型 ， 其 中 市 场 只 在 零 时 刻 和 某 个 固定 的 未 来 工时 刻 是 可 观测 的 ， 然 而 ， 
将 两 值 模型 推广 到 多 时 段 的 情形 与 2.1 节 中 叙述 的 多 时 段 两 值 模型 完全 -一样 


六 个 
资产 的 
市 场 


套利 定 
价 
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假设 在 市 场 上 存在 入 个 可 交易 的 资产 ， 它 们 在 零 时 刻 的 价格 用 列 向 量 表 
人 小 : 


So = (31,53 ,SM) 全 


记号 : 对 疝 量 和 和 扼 阵 用 上 标 “t” 表 示 转 置 . 


市 场 的 不 确定 性 可 用 在 TT 时刻 有 限 个 可 能 的 状态 来 表示 ， 记 为 i = 
1,2,.… ,n. 在 工时 刻 证 券 价值 可 用 入 x n 和 矩阵 也 = (Dij) 表示 ， 这 里 当 市 场 
处 于 状态 7， 系 数 Dij 是 在 工时 刻 的 第 i 个 证 券 的 价值 ， 当 NN = 2( 股 村 和 无 
风险 现金 债券 ) 和 n = 2( 由 Sz 的 两 个 可 能 值 决定 的 两 种 状态 ) 时 ， 即 为 两 值 

企 这 个 记号 中 ， 可 以 认为 投资 组 合 就 是 向 量 0 = (91,0,,:… ,0n,)t € RVN,， 
它 在 零 时 刻 的 市 场 价值 为 数量 积 5S0 .9 = Si01 十 S202 十 :… 十 S00Nn.， 在 工时 
刻 ， 投 资 组 合 的 价值 是 RR* 中 的 一 个 向 量 ， 其 第 i 个 值 是 市 场 处 于 状态 i 时 投 
资 组 合 的 价值 ， 记 工 时刻 的 价值 为 


Di 十 D2102 + :+::+ DNniON 
Di201 + D2202 +: + DNn20N 


Din0i 十 D2n02++:.:+ DnnON 


记号 : 对 于 向 量 z € 恨 *?， 如 果 对 £ 所 有 的 i=1,::.,n， Z 一 (2Z1 Zn) 
以 及 zi 之 0, 则 记 z0 或 TER?.z>0 表 示 xz>0 且 zz0. 注意 zxz>0 


并 不 要 求 对 它 的 所 有 坐标 严格 正 . 对 R" 中 的 向 量 , 记 x 六 0 或 zeRz?*， 表 
示 它 的 所 有 坐标 是 严格 正 的 . 


在 这 个 记号 中 ， 套 利 (arbitrage) 是 一 个 投资 组 合 9 € 及" 且 满 足 


So:9<0, DO>0 或 5o.0<0 Di9>0. 


企 这 个 模型 中 ， 套利 定价 的 关键 是 状态 价格 向 量 的 概念 . 
定义 1.5.1 状态 价格 向 量 是 一 个 满足 8 = Dy 的 向 量 幼 E 了 ?2 
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为 了 说 明 用 这 个 术语 是 目 然 的 ， 我 们 首先 用 分 量 与 出 


90 D1i D12 D1in 
S? D21 D>? D2n 

. = 1 ， + Wo : 二 … 十 Wn : (1.2) 
9 人 DN]1 DN2 DNn 


各 晤 DW 乘 以 wi 表示 当 市 场 处 于 状态 i 时 证 券 价格 向 量 ， 可 以 认为 由 是 当 
系统 处 于 状态 i 时 ， 在 这 段 时 间 的 最 后 时 刻 获 得 的 一 份额 外 份额 的 价值 在 零 时 
刻 的 边际 成 本 . 换 句 话说 ， 如 果 在 这 段 时 间 的 最 后 时 刻 ， 市 场 处 于 状态 i， 那 
么 对 在 零 时 刻 每 一 个 附加 的 投资 y;， 投 资 组合 的 价值 增加 到 1， 为 了 明白 这 一 
版 ， 假 设 能 找到 向 量 {0 e 取 " ji<i<n， 使 得 
.PPO JH 当 ;二 7 时， 
?7 | 0， 其 他 . 
也 就 是 说 ， 在 了 上 时刻， 投资 组 合 90 的 价值 是 市 场 在 状态 i 时 的 指示 函数 ， 从 
而 ， 根 据 等 式 (1.2)， 在 零 时 刻 购买 90) 的 费用 就 是 50 .6@ = ( 芝 wDi). 
j=1 


9 = wy;. 这 样 的 投资 组 合 {0 四 gign 称 为 Arrow-Debreu 证 券 (Arrow-Debreu 
security ). 

在 1.6 节 中 ， 我 们 将 用 一 个 更 简便 的 方法 来 处 理 状态 价格 向 量 ， 但 在 这 
里 ， 衣 先 给 出 一 个 主要 的 结果 . 

定理 1.5.2 对 上 面 描述 的 市 场 模型 市场 无 套利 当 且 仅 当 存在 状态 价格 
向 量 . 

由 Harrison & Kreps (1997) 给 出 的 这 个 结果 是 通常 被 称 为 资产 定价 基本 
定理 的 最 简单 形式 . 证 明 是 Hahn-Banach 分 离 定 理 的 一 个 应 用 ， 有 时 称 为 
分 离 超 平面 定理 (Separating Hyperplane Theorem). 我 们 也 需要 里 斯 表示 定 
理 (Riesz Representation Theorem)， 回 顾 M C Rd 是 一 个 锥 ， 如 果 zx EM， 
对 所 有 严格 正 数 和 ， 蕴 涵 Xz e M， 同 时 Rs 中 的 线性 泛 务 (linear funtional) 
是 一 个 线性 映射 FF : 及? 一 及 . 

定理 1.5.3 (分 离 超 平面 定理 ) ”假设 M 入 是 有 Rd 中 在 原点 恰好 相交 的 
闭 凸 锥 .如 果 K 不 是 线性 子 空间 ， 那 么 对 每 个 ze M 和 每 个 非 零 的 ye K， 
存在 非 零 的 线性 泛 函 玉 使 得 F(z) < F(y). 

分 离 超 半 面 定理 的 这 种 形式 可 在 Duffie (1992) 中 找到 . 

定理 1.5.4 (里 斯 表示 定理 ) Rs 空间 上 任 一 有 界线 性 泛 函 可 写 为 F(x) = 
20.Z， 即 F(ZX) 是 茶 个 国定 的 向 量 vo E 耻 4 与 了 的 内 积 . 

定理 1.5.2 的 证 明 ”在 定理 1.5.3 中 取 dg = 1 十 m， 且 令 


M = {(-50 0.Di9) :0eRN] CRxR"= Rt", 
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图 1-4: 市 场 雹 套利 当 且 仅 当 定理 1.5.2 中 的 区 域 K 和 M 仅 在 原点 相交 


K=R. x 展 +. 


注意 KK 是 一 个 锥 而 不 是 一 个 线性 空间 ，M 是 一 个 线性 空间 . 显然 ， 如 
1-4 所 示 ， 存 在 无 套利 机 会 当 且 仅 当 天 和 M 在 原点 正好 相交 ， 因 此 必须 证 
明 天 mA = {0} 当 且 仅 当 存在 状态 价格 向 量 . 

(i) 首 先 假设 KN MM = {0}， 由 定理 1.5.3， 存 在 线性 泛 函 下 : R4 一 及 使 得 
对 所 有 的 z EM 和 非 零 的 xz€E K, F(z) < F(zx). 

第 一 步 是 证 明 已 在 M 上 必定 为 零 . 我 们 利用 M 是 线性 空间 的 事实 . 首先 
由 观察 可 知 下 (0) = 0( 根 据 F 的 线性 性 ) 和 0e MM. 因此 , 对 zx EK, F(z)>>0 
对 zx E K\{0}，F(z) > 0. 固定 zo €E KK 且 zo 冯 0. 现在 取 任 意 的 z€ M， 
则 天 (z) < F(zo)， 由 于 M 是 线性 空间 ， 因 此 对 所 有 的 入 e 及 ， 也 有 和 F(z) = 
F(Az) < F(z0)， 这 个 结果 只 有 当 F(z) = 0 时 才能 成 立 . ze M 是 任意 的 ， 因 
此 在 M 上 下 必定 为 零 . 

实际 上 我 们 现在 利用 这 一 点 以 显 式 方式 来 构造 下 中 的 状态 价格 向 量 ， 首 
先 由 里 斯 表示 定理 ， 对 菜 个 vo €E R4， 记 下 为 F(x) = vo :xXx， 为 了 方便 ， 
记 vo 二 (a,9$)， 这 里 aE 恨 和 pe RR*. 于 是 


Fl(v,c) = av ++ $c 对 任何 (v,c) ERxR”"=R". 


因为 对 所 有 非 零 的 z €E KK ，F(z) > 0， 所 以 必 有 a > 0 和 $$ > 0( 考 虑 沿 着 每 
个 坐标 轴 的 向 量 ). 最 后 ， 由 于 在 M 上 下 为 零 ， 


—aSo:0+¢$.D'0=0, v oe Rn". 
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观察 到 $ . Dt9 = (D8) .9， 上 式 成 为 
—aSo0:0+(DG):0=0, vOeR”", 


这 意味 着 -aSo + Dg = 0. 换 句 话说 ，So = D(8/a)， 因 此 向 量 = db/a 是 一 
个 状态 价格 同 量 . | 

(ii) 现 在 假设 存在 状态 价格 向 量 ， 我 们 必须 证 明 KK NM = {0}. 根据 定 
义 ，So = Dy， 因 此 对 任意 投资 组 合 0， 


S0:0= (DY):0=Y.:.(D:0). (1.3) 


假设 对 某 个 投资 组 合 96，(-50 .0, Dig) e K. 于 是 有 DO E RY 和 -60.0 > 
0 但 由 于 污 0， 如 果 Di9 e 下 ?， 那 么 罗 . (Di0) > 0. 根据 等 式 (1.3)， 

有 50 .0 之 0， 因此 必 有 S50:0 = 0 和 Di09 = 0， 也 就 是 nM = {0}. 得 
证 . | 口 


1.6 ”风险 中 性 概率 测度 


对 多 资产 市 场 模 型 ， 状 态 价格 向 景 是 套利 定价 的 关键 . 虽然 我 们 已 经 对 此 
有 了 经 济 上 的 解释 ， 为 了 引出 概率 和 款 的 完整 方法 ， 我 们 需 从 不 同 的 角度 来 考 
虑 . 

回忆 的 所 有 分 量 严格 是 正 的 ， 


记 Wo = 2j;_1 5， 我 们 可 以 把 
ea (大 加 让 
风 和 (下 多 到 (1.4) 


看 成 以 不 同 状态 存在 的 概率 向 量 . 特别 强调 的 是 ， 它 们 可 能 完全 与 我 们 观察 到 
的 市 场 如 何 波动 无 关 ， 首 先 ， 

wo 是 什么 ? 

假设 像 在 两 值 模型 (其 中 有 一 种 无 风险 现金 债券 ) 中 那样 ， 允 许 市 场 有 正 
的 无 风险 利率 在 这 种 一 般 的 情形 下 ， 我 们 只 假设 通过 投资 组 合 6， 可 以 复制 
这 样 的 债券 使 得 | \ 


重用 期 
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即 个 省 市 场 处 于 何 种 状态 ， 在 了 时 刻 投 资 组 合 的 价值 是 1 利用 世 是 一 个 状 
态 价格 问 量 的 事实 ， 我 们 计算 这 样 的 投资 组 合 在 零 时 刻 的 费用 是 


S0.0= (DY) .0=Y.(D'0) = Dw = 


即 wo 代表 无 风险 利率 的 贴现 .用 1.2 节 的 记号 ，wpo = e-". 
现在 在 由 同 量 (1.4) 给 出 的 概率 分 布下 ， 在 了 时刻 第 i 个 证 券 的 期 望 值 是 


E[S%] 一 2 党 - 一 -而 过 Di;w; = 元 8 


一 ] 
这 里 在 最 后 的 等 式 中 我 们 已 经 用 到 了 So = Dy. 也 就 是 
90 = WoE[S7]， i=1,...,n. (1.5) 
这 说 明 在 概率 分 布 (1.4) 下 ， 任 何 证 券 的 价格 都 是 它 的 贴现 期 望 收益 ， 同 样 的 
结论 对 任何 投资 组 合 必定 成 立 ， 这 一 点 为 我 们 考虑 未 定 权益 的 定价 提供 了 一 个 
新 思路 . 


定义 1.6.1 称 权 益 C 在 全 时刻 是 可 达 的 ， 如 果 它 能 被 对 冲 ， 即 存在 在 工 
时 刻 价 值 正 好 为 C 的 投资 组 合 . 


记号 : 当 要 强调 概率 测度 @ 时 ， 用 EY 表示 期 望 算 子 . 


定理 1.6.2 如果 市 场 无 套利 ， 那 么 在 下 时 刻 的 可 达 权 益 C 在 零 时 刻 的 惟 
一 价格 是 poEQ[O]， 这 时 期 与 任何 概率 测度 @ 有 关 ， 而 对 这 样 的 @ 而 言 ， 
对 于 所 有 和 W，831 = WoEQ1Si.] 是 关于 无 风险 利率 的 贴现 . 

注释 汪 直 交 刍 中 权 名 是 可 这 了 (见习 题 11). 口 

定理 1.6.2 的 证 明 根据 定理 1.5.2， 存 在 状态 价格 向 量 ， 从 而 有 概率 测 
度 (1.4) 对 所 有 的 i 满足 34 = woE[Si]， 由 于 权益 能 被 对 冲 ， 故 存在 投资 组 
合 9 使 得 6. Sr = C， 在 无 套利 的 情况 下 ， 权 益 在 零 时 刻 的 价格 就 是 这 个 投资 
组 合 在 者 时 刻 的 费用 


N 
9. 50 = 0.: (YoE[S7]) = wo > 6 了 [5S] = woEl0 . Sz]. 
2 二 1] 
由 于 在 无 套利 情况 下 ， 只 存在 惟一 的 无 风险 利率 ， 所 以 如 果 期 望 是 对 任何 概 
率 向 量 Q 计算 的 ， 而 对 这 样 的 Q，S5% = woE9Q[Si.]， 那 么 获得 同样 的 值 . 证 
毕 . 口 
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用 这 个 说 法 ， 套利 定价 结果 告诉 我 们 ， 如 果 能 找到 一 个 概率 测度 ， 使 得 风险 中 
每 个 原生 证 券 在 零 时 刻 的 价值 是 它 在 了 时 刻 的 贴现 期 望 值 ， 那 么 我 们 就 能 通 性 定价 
过 计算 任何 可 达 的 未 定 权 益 的 贴现 期 望 求 出 它 在 矢 时 刻 的 价值 . 注意 到 无 论 权 
僵 是 什么 ， 我 们 都 用 同样 的 概率 向 量 . 
定义 1.6.3 ”如 果 在 和 工时 刻 市 场 处 于 n 种 可 能 的 状态 之 一 ， 那 么 对 每 个 证 
券 价 格 是 它 的 贴现 期 望 收益 的 概率 向 量 p = (pi,p2,-… ,pn) 六 0， 称 其 为 风险 
中 性 概率 测度 或 等 价款 测度 . 
术语 等 价 反映 了 条 件 p 六 0， 参 见 定 义 2.3.12， 资 产 定 价 基本 定理 ( 定 
理 1.5.2) 的 简单 形式 指出 在 一 个 无 风险 利率 为 正 的 市 场 中 ， 市 场 无 套利 当 且 仅 
当 存 在 等 价款 测度 ， 我 们 将 把 通过 计算 与 风险 中 性 概率 测度 有 关 的 期 望 这 个 定 
价 过 程 称 为 凤 险 中 性 定价 (risk- neutral pricing). 
例 1.3.1 重 现 ” 回 到 关于 欧式 看 涨 期 权 定价 的 第 一 个 例子 ， 并 证 实 上 述 公 
式 实 际 上 给 出 套利 价格 . 
现在 惟有 两 个 证 券 ， 一 个 是 现金 债券 ， 另 一 个 是 原生 股票 ， 在 借贷 情况 
下 ， 贴 现 为 Vo = e~"*， 但 我 们 假设 日 元 利率 为 零 ， 因 此 wo = 1.， 在 工时 刻 
证 券 价 值 的 矩阵 是 


1 ] 
DD 一 . 
| 4000 2000 ) 


记 2p 为 风险 中 性 概率 ， 其 证 券 价格 向 量 为 (1, 4000):。，” 如 果 股 票 价格 等 于 它 的 
巾 现 期 望 收益 ， 则 p 必须 满足 方程 


4000p + 2000(1 — p) = 2500， 


它 的 解 为 p = 0.25， 如果 在 到 期 日 股票 价格 是 4000 日 元 ， 则 未 定 权益 为 1000 
日 元 ， 寿 则 为 零 ， 在 风险 中 性 概率 下 ， 权 益 的 期 望 值 ， 以 及 由 此 而 来 的 期 权 价 
格 (因为 利率 为 零 ) 是 0.25 日 元 x 1000 = 250 日 元 ， 结 果 与 前 面相 同 . 

这 个 方法 的 优点 是 ， 用 概率 p 作 支 持 . 通过 取 同 样 概率 测度 的 期 望 ， 对 于 
具有 相同 到 期 日 (6 个 月 时 间 ) 股票 的 所 有 欧式 期 权 的 定价 ， 现 在 成 为 一 件 容 
易 的 事情 .例如 ， 对 敲定 价格 为 3500 日 元 的 欧式 看 跌 期 权 ， 其 价格 为 


EI(K 一 3S7)+] = 0.75 x 1500 = 1125 《日 元 )， 


对 每 个 新 的 权益 ， 我 们 原来 的 论证 有 可 能 产生 一 个 新 的 联 立方 程 组 . 口 

如 采 存 在 权益 的 套利 价格 ， 也 就 是 权益 是 可 达 的 ， 那 么 我 们 现在 对 套利 完全 市 
价格 有 了 一 种 处 理 方 法 .但 必须 小 心 ， 即 使 该 方法 是 可 行 的 ， 套 利 价格 也 只 对 场 
可 达 权 益 是 存在 的 . 

定义 1.6.4 市场 称 为 完全 的 ， 如 果 每 个 未 定 权 益 是 可 达 的 ， 即 如 果 能 
对 冲 每 个 可 能 的 衍生 产品 的 权益 . 


到 目前 
为 止 的 
主要 结 
采 
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命题 1.6.5 一 个 由 N 个 可 交易 资产 组 成 的 按照 单 时 段 模型 演变 的 市 场 ， 
如 果 在 这 段 时 期 的 最 后 处 于 ni 个 可 能 的 状态 之 一 ， 那 么 它 是 完全 的 当 且 仅 
当 NN 之 nn 和 证 券 价格 矩阵 DD 的 秩 是 nn. 


证 在 市 场 中 ， 任 何 权 益 可 以 表示 为 回 量 ve R”*. 对 权益 的 对 冲 将 是 一 个 
投资 组 合 6 = 0(v) ER ， 它 满足 Di0 = v. 通过 解 N 个 未 知 数 的 n 个 方程 ， 
找 出 这 样 的 96， 因此 对 每 个 v 的 选取 ， 对 冲 投 资 组 合 存在 当 且 仅 当 和 N>n 和 DD 
的 秩 是 n. 证 毕 . 口 

特别 地 ， 注 意 单 时 段 两 值 模型 是 完全 的 . 

假设 市 场 是 完全 的 和 无 套利 的 ，Q@® 和 Q' 表示 任何 两 个 等 价款 测度 ， 根 据 
完全 性 每 个 权益 是 可 达 的 .因此 利用 只 存在 惟一 的 无 风险 利率 的 事实 ， 对 每 个 
随机 变量 X， 

PRQ[X] = EQ {X]. 


换 句 话说 ,QQ = Q@' .因此 在 一 个 完全 的 无 套利 市 场 ， 等 价款 测度 是 惟一 的 . 
对 音 时 段 市 场 的 主要 结果 总 结 如 下 ， 这 些 结果 将 会 被 反复 提 到 . 


单 时 段 模型 的 结果 : 
e。 市 场 是 无 套利 的 当 且 仅 当 存 在 蒜 测 度 Q&. 


。 市 场 是 完全 的 当 且 仅 当 Q 是 惟一 的 . 
。 可 达 权 益 C 的 套利 价格 是 e-"TEQ[C] 


鞍 测 上 度 古 一 个 强 有 力 的 工具 ， 然 而 ， 在 一 个 不 完全 市 场 ， 如 果 权 益 C 是 
个 可 过 的 ， 那 么 不 同 的 款 测 度 可 给 出 不 同 的 价格 . 公平 价格 的 无 套利 概念 仅仅 
当 能 对 冲 时 才 有 意义 . 

我 们 必须 更 小 心 试探 . 重要 的 是 ， 在 计算 风险 中 性 概率 中 所 有 被 建立 了 模 
型 的 资产 在 同一 个 市 场 是 可 交易 的 ， 我 们 用 一 个 例子 来 说 明 . 

例 1.6.6 假设 在 美元 市 场 当 前 的 英镑 汇率 是 1.5( 因 此 100 英镑 可 兑换 150 
美元 )， 考 虑 一 个 欧式 看 涨 期 权 ， 它 赋予 持 有 人 在 全 时刻 以 150 美元 购买 100 
英镑 的 权利 无 风险 利率 在 英国 是 wu 和 在 美国 是 r+、 假设 一 个 单 时 段 两 值 模 
型 在 到 期 时 间 的 汇率 是 1.65 或 1.45， 求 出 这 个 期 权 的 公平 价格 . 

解 ”现在 有 一 个 问题 . 汇率 是 不 可 交易 的 资产 ， 在 美元 市 场 ， 英 镑 现金 债 
荐 也 是 不 可 交易 的 资产 . 但 在 英镑 市 场 ， 它 却 是 一 个 可 交易 资产 . 然而， 两 者 
的 乘积 是 一 个 美元 可 交易 资产 ， 用 Si 表示 该 积 在 t 时 刻 的 价值 . 

现在 ， 因 为 在 瑞 国 ， 无 风险 利率 是 uw， 对 英镑 现金 债券 的 价格 如 果 人 允许 
在 了 时刻 文 付 1 英镑， 那么 它 在 零 时 刻 是 er. 当然， 在 人 时 刻 债券 价格 
是 1， 因此 我 们 有 So = e-*7150 和 Sz = 165 或 Sx = 145. 

设 p 表示 ST = 165 时 的 风险 中 性 概率 ， 因 为 在 全 时刻 的 “资产 ”的 贴现 


习 题 17 
价格 (在 美元 市 场 ) 必 有 期 望 S60， 故 得 
150e-? = e-77(165p + 145(1 — p)), 
由 此 求 出 
”150etr 一 “7 一 145 
20 
期 权 的 价格 是 关于 这 个 概率 的 贴现 期 望 收益 ， 其 值 为 


Ww =e "1i5p= 7 (1500—"7 一 145e-"7 ). 吕 
站 卉 


1， 从 下 列 每 一 种 策略 中 能 反映 出 有 关 市 场 的 什么 看 法 ? 


(a) 牛市 重 直 差 价 期 权 (Bullish Vertical Spread): 买 进 一 个 欧式 看 涨 期 权 ， 卖 出 
为 一 个 具有 相同 到 期 日 但 敲定 价格 较 高 的 欧式 看 涨 期 权 . 


(b) 人 熊市 重 直 差价 期 权 (Bearish Vertical Spread): 买 进 一 个 路 式 看 涨 期 权 ， 卖 出 
另 一 个 具有 相同 到 期 日 但 敲定 价格 较 低 的 欧式 看 涨 期 权 . 


(c) 看 跌 三 合 期 权 (Strip): 买 进 一 个 欧式 看 涨 期 权 和 和 两 个 具有 相同 执行 日 和 敲定 
价格 的 欧式 看 跌 期 权 . 


(dj 看 涨 三 合 期 权 (Strap): 买 进 两 个 欧式 看 涨 期 权 和 一 个 具有 相同 执行 日 和 敲定 
价格 的 欧式 看 跌 期 权 . 


(e) 并 价 对 大 (Strangle): 来 进 一 个 欧式 看 涨 期 权 和 一 个 具有 相同 到 期 日 但 不 同 的 
敲定 价格 (考虑 所 有 可 能 的 情形 ) 的 欧式 看 跌 期 权 . 


“2. 蝶 式 差价 期 权 (butterfly spread) 表示 对 一 手 买 进 一 手 卖 出 策略 的 补充 选择 . 在 
到 期 日 ， 它 有 下 列 收益 ; 


求 由 具有 相同 到 期 日 的 欧式 看 涨 和 看 跌 期 权 构成 且 具 有 这 个 收益 的 投资 组 合 . 


3， 假 设 某 种 资产 的 价格 服从 对 数 正 态 分 布 ， 即 log(ST/So) 服从 均值 为 v 和 方差 : 


为 o* 的 正 态 分 布 . 计算 E[S7z]. 
4. (a) 证 明 引 理 1.3.2. 
(b) 如 果 去 掉 假设 d < e”! < ww， 将 会 发 生 什 么 ? 
5. 假设 当前 汇率 是 100 英镑 部 换 160 欧元 . 投机 者 确信 在 年 末 1 英镑 有 1/2 的 


可 能 性 会 跌 到 1.40 欧元 和 1/2 的 机 会 将 会 涨 到 2.00 网 元， 因此 他 买 进 一 个 欧式 看 跌 
期 权 ， 赋 子 他 在 年 末 以 1.80 欧元 出 售 100 英镑 权利 (但 不 负 有 义务 )、 他 为 这 个 期 权 
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收益 


E b 池 


文 付 20 欧元 . 假设 仕 欧 元 区 无 风险 利率 为 零 . 利用 单 时 段 两 值 模型 ， 构 造 一 个 策略 并 
证 明 当 事 人 几 有 一 方 可 以 获 利 或 证 明 这 是 一 个 公平 价格 . 

6. 如 果 给 基于 像 石 油 这 样 的 商品 的 期 权 定 价 ， 应 该 怎样 修改 例 1.3.1 中 的 分 析 ? 

7. 证 明 如 果 市 场记 套利 ， 那 么 在 零 时 刻 构造 的 在 工 时刻 精确 地 复制 权益 C 的 任 
何 投资 组 合 在 入 时 刻 都 有 同样 的 什 . 

8. 看 跌 - 看涨 期 权 平价 公式 (Put-call parity): 用 Ct 和 PP 分 别 表示 在 二 时 刻 的 
欧式 看 涨 和 欧式 看 跌 期 权 的 价格 ， 它 们 有 具有 相同 的 到 期 日 工 和 殴 定 价格 KK. 假设 无 风 
险 利率 ” 是 第 数 ， 且 市 场 无 套利 ， 证明 对 每 个 寺 乏 了 ， 


OC.—P=-S,— Ke (Tt). 


9. 用 风险 中 性 定价 方法 确定 习题 5 中 期 权 的 价值 . 通过 构造 在 合约 的 到 期 日 精确 
地 复制 权益 的 投资 组 合 来 验证 你 的 答案 . 

10. 在 到 期 日 还 期 合约 的 收益 是 什么 ? 试用 风险 中 性 定价 方法 求解 远 期 合约 的 定 
价 问题 . 

11， 对 1.4 市 中 的 原生 资产 ， 考 虑 三 值 模型 ， 存 在 多 少 等 价 蔷 测 上 度 ? 如 果 存 在 册 
个 不 同 的 蒜 测 上 度 ， 那 么 它们 对 一 个 权益 能 给 出 相同 的 价格 吗 ? 存在 套利 机 会 吗 ? 

12. 假设 在 三 时 刻 茶 个 股票 的 价格 是 具有 分 布 正 的 随机 变量 ， 注 意 这 里 无 需 假 设 
为 两 值 模型 .该 股票 上 载 明 的 期 权 在 工时 刻 收益 为 C. 考虑 由 9 份额 原生 资产 和 ?p 份 
秆 侦 产 构成 的 投资 组 合 ， 持 有 到 了 工 时刻， 且 记 Wo 为 它 在 零 时 刻 的 价值 ， 假设 利率 为 
入 . 证 明 在 工 时刻， 权益 为 C 的 该 投资 组 合 的 持 有 者 所 需 的 额外 现金 是 


VC — oo(Sr— So). 


对 Vo 和 9 的 值 ， 求 出 使 
Ev”) 
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取 最 小 值 的 表达 式 (用 开 |Szr], 开 ICj, varlSrj 和 cov(ST,CO) 表示 )， 且 对 这 些 值 验 
证 ElV] = 0. 

证 明 对 两 值 模型 ， 任 何 权 益 C 线性 依赖 于 ST 一 So 由 此 推断 在 该 情形 下 ， 能 找 
到 Vo 和 9 使 得 于 = 0. 

如 果 模 型 是 不 完全 的 ， 那 么 使 EE[ 亚 *] 达到 最 小 值 的 参数 对 应 于 求解 C 的 最 佳 线性 
远近 (基于 ST 一 So)， 期 望 的 对 应 值 是 期 权 内 在 风险 (intrinsic risk) 的 一 个 测度 . 

13.， 远 期 汇率 (Exchange rate forward): 假设 无 风险 利率 在 英国 为 wu， 在 美国 
为 7， 一 个 美元 投资 者 希望 设 定 汇率 Cr， 在 远 期 合约 中 两 个 当事人 愿意 在 了 时 刻 以 1 
英镑 兑换 CT 美元 . 如 果 1 英镑 现 值 为 Co 美元 ，Cry 的 公 六 价值 是 多 少 ? 

14， 和 在 例 1.6.6 中 ， 期 权 卖 方 出 售 一 个 数字 期 权 (digital option) 给 投机 者 . 这 相 
当 于 是 资产 价格 上 升 的 赌注 . 如 果 汇 率 上 升 到 每 100 英镑 兑换 165 美元 ， 收 益 是 固定 
量 的 现金 ， 如 采 汇 率 下 降 ， 收 益 为 零 . 如果 投 机 者 为 这 个 赌注 支付 10 美元 ， 那 么 期 权 
奖 方 愿 以 什么 价格 出 售 该 期 权 ? 我 们 可 以 假设 利率 为 零 ， 

15， 现 在 假设 在 例 1.6.6 中 期 权 的 卖方 在 英镑 市 场 中 操作 ， 重 新 表述 英镑 可 交易 的 
市 场 和 求 相 应 的 风险 中 性 概率 .它们 与 由 美元 交易 者 计算 的 风险 中 性 概率 相同 吗 ? 由 英 
镑 交易 者 计算 的 期 权 在 零 时 刻 的 美元 费用 是 多 少 ? 

这 是 计价 单位 变换 (change of numeraire) 的 一 个 例子 .美元 交易 者 使 用 美元 债券 
作为 无 风险 资产 的 参照 物 ， 而 英镑 交易 者 使 用 英镑 债券 . 
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引言 


本 章 我 们 建立 一 些 更 复杂 的 市 场 模型 ,这些 模 型 在 一 连续 的 时 段 内 退 踪 
股票 价格 的 演化 过 程 . 在 每 一 个 单 时 段 上 , 市 场 遵 循 第 1 章 的 简单 的 两 值 模 
型 ， 股票 价格 演化 的 轨迹 构成 一 棵 树 . 第 1 章 所 得 结果 的 一 个 推论 ， 就 是 通 
过 对 树 的 某 些 概率 取 期 望 ， 而 依托 这 棵 树 的 股票 价格 演化 过 程 是 一 个 离散 参数 
著 (martingale) 过 程 ， 那 么 我 们 能 够 对 权益 进行 定价 . 

离散 参数 著 的 定义 和 基本 性 质 在 2.3 节 中 表述 和 解释 ， 并 且 我 们 首次 看 到 
怎样 能 把 款 方 法 作为 一 个 比较 好 的 计算 工具 来 使 用 .接着 在 2.4 市 给 出 一 些 重 
要 的 款 的 定理 . 在 2.5 节 中 ， 通 过 显示 在 著 的 框架 下 怎样 去 构造 复制 权益 的 投 
资 组 合 ， 为 第 5 章 的 Black-Scholes 分 析 铺 平 道 路 ， 在 2.6 节 我 们 以 取 极 限 的 
试探 方式 预览 Black-Scholes 公式 . 


2.1 多 时 段 两 值 模型 


我 们 只 允许 在 0 和 工时 刻 观察 市 场 ， 而 且 ， 在 全 时 刻 已 经 假设 股票 的 价格 只 
EB 取 两 种 可 能 值 之 一 .在 本 节 通 过 把 单 时 段 模型 的 多 个 拷 幢 连 成 一 棵 树 来 构造 
更 为 复杂 的 市 场 模 型 
这 里 金融 市 场 仍然 只 由 股票 和 现金 债券 这 两 种 金融 工具 构成 . 与 前 面 一 样 
假设 它们 都 可 无 限制 地 进行 买 实 ， 且 没有 交易 费用 ， 这 里 假设 疫 有 违约 风险 ， 
且 市 场 确定 按 同 一 价格 买卖 证 券 是 安全 的 [ 即 没有 买卖 (bid-offer) 价差 ]. 
假定 市 场 在 时 刻 0=to < :<ty= 了 是 可 观 究 的 . 


在 每 个 时 段 [ti,ti+i|] 上 ， 股 票 遵 循 两 值 模型 ， 即 如 图 2-1 所 示 ， 在 第 ?i 
时 段 后 ， 股票 的 价格 就 有 2* 种 可 能 值 ， 然 而 ， 在 志 时 刻 给 定 股 票 的 值 ， 则 
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图 2-1: 股票 价格 树 


在 即 + 时 刻 股 票 价 格 仪 有 两 种 可 能 的 值 ， 按照 惯例 ， 假 定 所 有 的 时 段 都 有 相 
同 的 步 长 ， 可 记 妇 = i&i, 其 中 6 = T/N， 虽 然 这 是 不 必要 的 . 


在 这 个 简单 的 模型 中 ， 现 金 债 券 的 走势 是 完全 可 以 预知 的 ， 存 在 一 个 已 
知 的 利率 >， 在 一 个 长 度 为 全 的 时 段 内 现金 债券 以 因子 er7 的 倍数 持续 增 
长 . 现在 ， 不 一 定 要 加 上 这 样 一 个 苛刻 的 条 件 ， 利率 在 不 同 的 时 段 上 可 以 随 
机 变动 假定 在 时 段 [ti,ti+1) 上 ， 利 率 一 开始 就 是 已 知 的 ， 那 么 我 们 的 工作 
马上 就 可 以 展开 ， 尽 管 这 可 能 依赖 于 我 们 的 市 场 处 在 2i 个 节点 的 某 一 个 节点 
上 . 在 这 种 方法 里 ， 我 们 允许 现金 债券 也 可 以 是 随机 的 . 然而 要 注意 的 是 现金 
债券 的 随机 性 与 股票 的 随机 性 是 完全 不 同 的 . 对 于 我 们 来 说 现金 债券 在 t;41 
时 刻 的 值 在 时 刻 就 已 经 知道 了 ， 而 对 股票 而 言 该 结论 当然 不 成 立 ， 在 这 里 
为 了 位 便 起 见 仍然 假定 利率 + 是 常数 . 


初 看 之 下 ， 并 不 能 认 清 新 的 模型 就 能 使 我 们 取得 进展 ， 对 于 一 个 由 
个 时 段 构成 的 树 而 言 ， 股 票 的 价格 有 2* 种 可 能 值 ， 我 们 现在 回头 来 看 命 
台 1.6.5， 它 认为 者 要 求 市 场 是 完全 的 ， 那 么 在 市 场 中 至 少 需要 2* 种 股票 来 交 
匈 . 当天 = 20 时 就 需要 超过 一 百 万 个 “独立 ”的 资产 ， 远 多 于 实际 市 场 中 所 
见 到 的 情况 ， 但 是 事情 也 不 是 如 此 糟糕 ,如 果 人 允许 在 每 个 时 段 之 后 重新 调整 复 


复制 投 
资 组合 
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制 的 投资 组 合 ， 那 么 更 多 权益 是 可 达 的 .我们 要 加 的 惟一 限制 就 是 这 种 重新 调 
整 不 能 涉及 任何 额外 现金 的 流入 ， 即 股票 的 购 入 必须 通过 出 售 债券 提供 资金 ， 
反之 亦 然 . 这 将 在 后 面 作为 自 融 资 (self-fnancing) 的 性 质 . 


这 个 复杂 的 模型 中 理解 定价 和 对 冲 的 关键 是 在 股票 价格 的 树 上 逆 回 归纳. 


例 2.1.1 (欧式 看 涨 期 权 定价 ) 仍然 假设 我 们 正在 定价 一 个 到 期 日 为 工 的 
欧式 期 权 ， 如 上 ， 设 5 二 TI/N 使 工 对 应 于 N 时 段 ， 记 5; 为 让 时 刻 的 股票 
价格 ， 在 工时 刻 期 权 的 收益 记 为 CN. 


方法 关键 思想 如 下 . 假设 已 知 的 股票 价格 在 时 刻 (N 一 1)54 的 值 为 Sn_i. 
由 前 面 的 分 析 可 知 期 权 在 (N 一 1 时 刻 的 值 为 Cn_1. 特别 是 ，Cw-1 = 
wt En_i[Cw]， 其 中 期 望 是 相对 于 一 个 概率 测度 而 言 的 ， 在 这 个 概率 测度 
下 SNw_ = WEn_1[SwN], WIN = e-"6, (在 利率 变动 的 情况 下 ， 利 率 r 必须 
由 树 上 相应 的 Sw_; 值 为 已 知 的 节点 上 的 利率 来 代替 )， 进 而 由 引 理 1.3.2 可 
知 在 (N - 1)6: 时 刻 如 何 构造 一 个 投资 组 合 ， 使 它 在 N64: 时 刻 的 值 恰 为 Cw 
在 这 种 方法 里 ， 为 了 可 以 计算 出 (N 一 1D)6 时 刻 2N-1 个 节点 中 每 一 个 节 
点 上 Cn_1 的 值 ， 就 需要 去 构造 一 个 投资 组 合 使 它 在 全 时 刻 的 值 恰好 为 权 
益 Cw. 
现在 考虑 把 Cw_!1 作为 (N -1)5; 时 刻 的 权益 ， 并 且 重 复 这 个 过 程 ， 如 
果 Sw_2 已 知 ， 就 可 以 在 (N - 2)6: 时 刻 构造 一 个 投资 组 合 ， 使 它 在 (N 一 
1)5 时 刻 的 值 恰 为 Cw_i, 且 这 个 投资 组 合 的 费用 为 WD 了 EN_2[Cw_i]， 
其 中 该 期 望 是 相对 于 一 个 使 得 Sy_2 = 人 WY ?En_z[Sn_1] 的 测度 . 这 里 
仍 有 如 ?= er4. 继续 此 方法 ， 在 每 个 时 刻 作 适 当 的 调整 ， 但 没有 额 
外 的 资金 流入 也 不 支付 红利 ， 那 么 我 们 就 可 以 依次 计算 出 刚好 满足 我 们 
在 N6: 时 刻 的 权益 的 投资 组 合 的 费用 ， 我 们 将 在 例 2.1.2 中 解释 这 种 方 
法 口 


考虑 下 项 式 树 的 一 种 特殊 形式 ， 在 每 一 个 时 段 [t;,ti41] 股票 的 价格 从 当 
前 的 价格 5S; 增加 到 Siw 或 减少 到 S;d，W,d 为 常数 ， 有 日 0<d<4<oo. 在 
这 样 一 棵 树 上 ， 同 样 的 股票 价格 可 以 由 不 同 的 路 径 获 得 . 例如 在 t。 时 刻 的 
值 Soud 可 以 看 作 是 股票 的 价格 先 问 上 再 回 下 运动 的 结果 ， 反 之 亦 然 ， 股价 的 
树 取 图 2-2 的 形式 . 这 样 的 一 棵 树 称 作 重组 体 (recombinant) (不 同 的 分 支 能 够 
重组 )， 这 些 经 过 特殊 重组 的 树 也 称 作 二 项 式 树 (binomial tree)， 这 是 因为 ( 如 
果 4,d 和 7 是 不 随时 间 变 化 的 常数 ) 在 每 个 前 问 的 分 文 上 风险 中 性 概率 测度 是 
一 样 的 ， 所 以 股 囚 在 如 = nd 时 刻 的 价格 是 由 三 项 式 树 的 分 布 决定 的 . 这 样 的 
树 比 一 般 的 二 项 式 树 在 计算 上 要 容易 得 多 ， 并 且 我 们 将 可 看 到 对 于 我 们 要 达到 
的 目标 它 是 相当 适合 的 ， 二 项 式 树 模型 是 由 Cox，Ross 和 Rubinstein (1979) 
引进 的 ， 它 在 金融 衍生 证 券 行业 中 扮演 了 一 个 关键 的 角色 . 


我 们 现在 来 解释 在 一 棵 重组 树 上 逆向 归纳 的 方法 . 
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Sd 
2-2: 股票 价格 的 重组 体 或 二 项 式 树 


例 2.1.2 假定 股价 是 由 图 2-3 中 的 树 给 定 的 且 页 = 1 . 如 果 利 率 为 0， 
那么 在 时 刻 3 以 100 的 价格 购买 股票 的 期 权 人 金额 是 多 少 ? 

解 ”容易 写 出 在 时 刻 3 权益 的 值 ， 从 上 向 下 看 ， 这 些 值 分 别 是 60,20,0 
和 0. 

接 下 来 需要 求 出 这 种 格式 在 每 个 时 段 上 相应 的 3 个 节点 上 的 风险 中 性 概 
率 . 显然 在 这 个 例子 中 每 个 节点 上 上 升 的 概率 为 1/2. 现在 可 以 计算 出 在 倒数 


S15) 


Jild) 


第 二 时 刻 ， 即 时 刻 2 上 期 权 的 值 ， 再 从 上 向 下 看 分 别 是 40,10,0， 在 时 刻 上 重 
复 这 个 过 程 得 到 值 25( 如 果 价 格 从 0 时 刻 上 升 ) 和 5( 如 果 价 格 下 降 )， 那 么 ， 最 
后 在 0 时 刻 期 权 的 值 为 15. 

由 于 写 出 了 这 棵 树 上 每 个 节点 处 期 权 的 值 ， 我 们 现在 就 能 够 构造 一 个 
投资 组 合 ， 根 据 引 理 1.3.2 的 规定 使 它 可 以 精确 地 复制 出 时 刻 3 时 的 权 
益 . 记 (bi Vi) 为 时 段 [(i 一 1)&4,i64) 内 投资 组 合 所 持 有 的 股票 和 债券 的 份额 . 


。 在 0 时 刻 给 定期 权 的 值 为 15. 算出 四 为 (25 一 5)/(120 一 80) = 0.5， 因 
此 我 们 购买 0.5 份 股票 ， 花 费 50， 且 在 现金 债券 中 借 取 35. 
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(0) 


图 2-3: 例 2.1.2 中 原生 股票 价格 的 树 ， 括 号 中 的 数 是 每 一 个 节点 上 权益 的 值 


e。 假设 $1 = 120. 新 的 $$ 是 (40 一 10)/(140 一 100) = 0.75， 因 此 我 们 再 购 
居 0.25 份 股 妹 ， 需 要 借 取 的 债券 总 额 为 65. 

。 假设 52 = 140. 现在 $= (60 一 20)/(160 一 120) = 1， 因 此 我 们 还 要 购买 
更 多 的 股票 ， 使 我 们 持 有 的 股票 的 份额 达到 1， 而 需要 借 取 的 债券 总 额 
为 100. 

。 最 后 假设 53 = 120. 期 权 将 是 实 值 ， 因 此 我 们 必定 拥有 份额 超过 100 的 
股票 ， 那 完全 足够 去 抵消 我 们 所 借 的 债券 . 


下 面 的 表格 给 出 了 股票 价格 遵循 这 棵 树 上 田 一 条 路 径 所 持 有 的 股票 和 债 
务 
时 间 i， 上 次 跳 持 有 股票 份额 内 | 持 有 债券 份额 
0 一 一 15 一 一 一 一 
1 下 降 9 —35 
2 上 天 10 _15 
3 下 降 0 _40 


注意 所 有 的 过 程 {Si}jogsixN，{VijocigN，{9ihsign，{Wihsixn 依赖 于 
上 跳 和 下 中 的 顺序 .特别 是 ，{9i; 上 hcigw 和 {wihsigw 也 是 随机 的 ， 我 们 不 
知道 该 组 合 在 0 时 刻 的 情况 ， 然 而 可 以 知道 该 组 合 是 自 融 资 (self-financing) 
的 ， 我 们 在 [i 十 1,i 十 2) 时 段 上 所 持 有 的 投资 组 合 可 通过 (在 i 十 1 时 刻 ) 清算 
人 在 [i,i 十 1) 时 段 所 持 有 的 组 合 所 得 的 收益 来 购买 ， 即 这 里 不 需要 额外 现金 的 
流入 .而 且 在 当前 股价 信息 基础 上 我 们 知道 如 何在 每 一 个 时 段 上 去 调整 投资 组 
合 . 这 里 是 无 风险 的 . 口 

在 单 时 段 两 值 模型 中 ， 我 们 看 到 在 三 时 刻 任何 权益 的 值 是 可 达 的 ， 且 在 
零 时 刻 它 的 值 可 以 通过 一 个 期 望 来 表示 . 在 多 时 段 情 形 下 也 同样 如 此 (见习 
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题 1).， 证明 任 何 权益 是 可 达 的 证 明 就 是 在 这 棵 树 上 通过 逆向 归纳 的 过 程 ， 为 了 
将 期 权 定 价 公 式 用 期 望 来 表示 ， 我 们 定义 一 个 树 的 路 径 上 的 概率 分 布 . 

注意 到 逆向 归纳 论证 在 树 的 每 一 个 分 支 上 精确 地 规定 了 一 个 概率 .对 于 股 
票 价格 遵循 的 树 的 每 个 路 径 ， 我 们 定义 路 径 概 率 为 包含 该 路 径 的 分 文 上 的 概率 
的 乘积 . 

习题 2 要 求证 明 通 过 逆向 归纳 得 到 的 在 工时 刻 的 权益 的 值 怡 好 是 关于 这 
些 路 径 概 率 的 收益 的 贴现 期 望 值 (其 中 在 每 一 个 节点 上 贴现 的 权益 按照 以 该 节 
点 为 终点 的 所 有 路 径 的 概率 之 和 加 权 }， 现在 让 我 们 用 这 个 方法 来 验证 一 下 前 
面 的 例子 ， 在 例 2.1.2 的 重组 树 中 ， 总 共有 8 条 路 径 ， 一 条 以 顶部 节点 为 终 
扩 ， 一 条 以 底部 节点 为 终点 ， 而 以 另外 两 个 节点 为 终点 的 路 径 各 有 3 条 .每 个 
路 径 有 相等 的 概率 1/8， 因 此 权益 的 期 望 值 为 1/8 x 60 十 3/8 x 20 = 15， 这 就 
是 我 们 通过 逆向 归纳 得 到 的 值 . 


2.2 美式 期 权 


稍微 更 复杂 一 点 的 市 场 模型 足以 让 我 们 首先 来 考虑 这 样 的 期 权 ， 它 的 收益 
依赖 于 股票 价格 在 时 段 [0, 了 TT 内 通过 的 路 径 . 在 本 节 ， 我 们 主要 关注 这 类 期 权 
中 的 最 重要 的 例子 : 美式 期 权 . 

定义 2.2.1( 美 式 看 涨 和 看 跌 期 权 ) 一 份 到 期 日 为 下 敲定 价 为 K 的 美式 看 
涨 期 权 赋 了 予 持 有 人 这 样 的 权利 但 不 负 有 义务 ， 在 正之 前 任何 时 刻 以 价格 玉 去 
购买 一 份 资产 ， 但 持 有 者 没有 义务 一 定 要 去 执行 . 

同 理 ， 一 份 到 期 日 为 全 敲定 价 为 的 美式 看 跌 期 权 赋 予 持 有 者 这 样 的 权 
利 但 不 负 有 义务 ， 在 工 之 前 任何 时 刻 以 价格 KK 去 出 售 一 份 资产 . 

亚 然 天 式 期 权 的 价值 要 比 相应 的 欧式 期 权 的 价值 更 高 (或 至 少 不 低 于 )， 问 
题 是 高 多 少 ? 

首先 来 证 明 下 面 这 个 经 常 被 引用 的 结论 . 

引 理 2.2.2 不 支付 红利 的 美式 看 涨 期 权 在 到 期 日 之 前 任何 时 刻 去 执行 都 
不 是 最 明智 的 . 

证 考虑 下 面 两 个 投资 组 合 . 


。 组 合 A: 一 份 美式 看 涨 期 权 加 上 在 t 时 刻 数量 为 Ke-"(T-t) 的 现金 . 


记 St 为 +t 时刻 的 股票 价格 ， 如 果 在 t < 位 时 刻 美 式 看 涨 期 权 被 执行 ， 则 
在 t 时 刻 组 合 A 的 值 为 Se 一 KK 十 Ke-"(T-t) < S,，( 显 然 期 权 仅 在 S; > KK 时 


路 径 概 
率 


不 支付 
红利 的 
美式 看 
涨 期 权 


不 支付 
红利 的 
美式 看 
跌 期 权 
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做 执行 )， 组 合 B 的 值 为 8 ， 男 一 方面 在 时 刻 了 ， 若 期 权 被 执行 则 组 合 A 的 
值 为 max{Sr, KK} ， 即 它 大 于 或 等 于 组 合 B 的 价值 . 

我 们 已 经 证 明了 在 到 期 日 之 前 执行 期 权 则 给 定 的 组 合 A 的 价值 比 组 合 B 
的 价值 小 ， 但 在 到 期 日 执行 则 给 定 的 组 合 A 的 价值 大 于 或 等 于 组 合 B 的 价 
值 ， 故 提前 执行 是 不 明智 的 . 口 


这 个 结果 仅 对 不 支付 红利 的 股票 成 立 ， 引 理 2.2.2 的 另外 一 种 证 明 是 习 
题 5 的 方法 .在 习题 7 中 结论 被 推广 到 如 果 原 生 股 票 离散 支付 红利 的 情况 ， 
那么 它 仅 在 最 后 工 时 刻 或 在 一 个 支付 红利 的 时 刻 去 执行 才 是 明智 的 (也 可 见习 
是 8)， 更 一 般 地 ， 决 定 是 天 提前 执行 依赖 于 根据 失去 红利 收入 的 “成 本 ”. 


美式 看 跌 期 权 情 况 更 复杂 (即使 不 支付 红利 )， 我 们 用 一 个 例子 加 以 说 明 . 


例 2.2.3 ”再 次 假定 资产 的 价格 依照 图 2-3 中 的 重组 树 来 演化 ， 为 了 解释 
这 个 模型 ， 再 假定 无 风险 利率 为 零 (但 是 要 看 注释 2.2.4 的 第 2 段 )， 一 份 敲定 
价 为 100 的 3 个 月 的 美式 看 中 期 权 的 价值 是 多 少 ? 

解 ” 如 同 欧式 期 权 的 情形 一 样 ， 我 们 也 通过 一 项 式 树 的 逆向 归纳 的 方法 来 
求解 . 


。 期 权 在 时 刻 3 的 价值 从 上 到 下 分 别 为 0,0,20,60. 

。 在 时 刻 2， 我 们 必须 考虑 两 种 可 能 的 情况 : 执行 这 份 期 权时 的 价值 和 不 
执行 这 份 期 权时 的 价值 . 对 于 顶部 节点 是 很 容易 的 ， 不 管 哪 种 情况 它 的 
价值 都 为 零 . 对 于 第 二 个 节点 ， 由 于 股票 的 价格 与 敲定 价 相等 ， 因 此 如 
采 此 时 去 执行 这 份 期 权 则 它 的 价值 为 零 . 另 一 方面 ， 如 果 不 执 行 ， 那 么 
由 单 时 段 两 值 模型 的 分 析 可 知 ， 期 权 的 价值 为 在 风险 中 性 概率 下 期 权 在 
时 刻 3 时 的 期 望 值 . 我 们 已 经 计算 出 在 树 的 每 一 个 分 支 上 的 风险 中 性 概 
率 为 1/2 ， 因 此 这 个 期 望 值 是 10. 对 于 底部 节点 ， 不 管 是 否 执行 期 权 的 
价值 都 为 40. 

现在 考虑 时 刻 1 上 的 两 个 节点 ， 对 于 上 面 一 个 节点 ， 如 果 执 行 期 权 那 么 
它 的 价值 为 零 ， 然 而 如 果 继 续 持 有 该 期 权 ， 那 么 再 由 单 时 段 两 值 模型 的 
分 析 可 知 此 时 它 的 价值 为 5。 对 于 下 面 的 节点 ， 如 果 执 行 该 期 权 则 它 的 
值 为 20， 奉 则 为 25. 

。 最 后 在 0 时 刻 ， 如 果 执 行 该 期 权 则 它 的 价值 为 零 ， 和 否则 它 的 价值 就 是 15. 


期 权 的 价格 如 图 2-4 所 示 . 


注释 2.2.4 
1. 注意 在 上 面 例 子 中 ， 在 时 刻 1 去 执行 该 期 权 是 不 明智 的 ， 即 使 此 时 该 
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图 2-4: 例 2.2.3 的 美式 看 跌 期 权 的 价值 的 演化 过 程 


期 权 是 “ 实 值 ”. 若 51 = 80 ， 那 么 通过 立即 执行 可 以 获得 20， 但 是 若 继续 
持 有 则 和 它 的 价值 为 25. 

2.， 在 这 个 例子 中 提前 执行 该 期 权 永远 都 不 会 获得 更 多 的 收益 ， 它 全 
多 也 只 与 继续 挂 有 该 期 权时 持平 ， 事 实 上 车 利率 为 零 ， 那 么 情况 如 习题 6 
中 的 一 样 ， 对 于 利率 不 为 零 的 情况 ， 提 前 执行 也 可 能 是 明智 的 ， 参 见习 
题 9. 口 
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多 时 段 的 股票 市 场 模型 看 上 去 仍然 是 相当 特殊 的 .为 了 给 下 一 章 的 连续 
情形 作 铺 垫 ， 我 们 现在 把 它 放 在 离散 参数 蒜 和 马尔 可 夫 过 程 的 更 一 般 的 框架 
中 ， 

首先 ， 我 们 来 回顾 一 下 随机 变量 和 随机 过 程 的 概念 . 

形式 上 ， 当 我 们 讨论 一 个 随机 变量 时 首先 要 给 定 一 个 概率 空间 (Q, 天, PP)， 
其 中 样本 空间 (sample space)Q 是 一 个 集合 ， 大 是 由 Q 和 事件 的 所 有 子 集 
构成 的 ，P 表示 每 个 事件 4 e 大 的 概率 . 集合 入 是 个 - 域 ， 即 Q ee， 
及 在 可 数 集 的 运算 和 取 完 备 下 大 是 闭 的 ， 概 率 了 必须 要 满足 通常 的 概率 公 
理 (axioms of probabilly). 

es OK<PA)<1,YAEF, 


e PO]=1, 
. Pl[A(JB!] = PIAl + PIB], A, Be 下 日 不 相克 . 
e 行 A, € 三， vneNH A,C A,C..., 则 当 mn 1 oo 时 ， P|A.,| 1 


Pl A,l. 
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随机 过 
程 


条 件 期 


定义 2.3.1 ”一 个 实 值 随 机 变量 X 在 三 - 可 测 的 PR 上 是 一 个 实 值 函 数 ， 在 
一 个 离散 的 随机 变量 的 情形 中 ( 即 随机 变量 只 能 在 可 数 的 许多 不 同 的 值 中 取 值 ) 
这 可 以 简单 地 表示 为 

{Ww EN:X(w)= 7r} EF, 


因此 P 表示 事件 {XK = z} 的 概率 ， 对 于 一 般 实 值 随机 变量 ， 要 求 
{ww EN:X(w) I}EL, 


因此 我 们 可 以 定义 分 布 函 数 ，F(x) = PIX < zx]. 

讨论 这 个 相对 简单 的 概念 看 上 去 显得 相当 复杂 . 从 技巧 上 需要 这 样 ， 因 
为 在 所 有 的 2 的 子 集 上 以 非 平 几 的 方式 定义 P 是 不 可 能 的 ,但 契 如 下 我 们 名 
略 这 些 技 巧 上 的 细节 ， 在 大 多 数 情 况 下 也 不 会 送 的 太 多 .然而 当 我 们 开始 研究 
随机 过 程 和 与 时 间 相 关 的 随机 变量 时 ， 在 一 个 稍微 更 正式 的 框架 中 去 考虑 就 变 
得 更 为 目 然 了 . 


为 了 规定 一 个 (离散 时 间 ) 随机 过 程 ， 我 们 需要 的 不 仅仅 是 单个 的 cr - 
域 和 大， 而 是 它们 的 一 个 递增 序列 ,Cn41 CC…CAF 集合 {Fj}>o 称 作 
一 个 o - 域 流 (fltration )， 且 四 元 组 (2,F, {Fn}ns0, P) 称 作 过 滤 概 府 空 间 (fi- 
tered probability space). 

定义 2.3.2 一 个 实 值 随机 过 程 就 是 QQ 上 的 一 个 实 值 函 数 序列 {Xn}n>0， 
如 果 Xn 对 于 每 个 n 是 天。 可 测 的 ， 我 们 就 称 对 于 o - 域 流 {Fn}ns0, 它 是 适 
应 的 . 

那么 可 以 考虑 把 o- 域 天 作为 对 到 时 刻 n 的 随机 过 程 的 演化 的 所 有 信息 
的 编译 .也 束 是 ， 奋 知 妃 在 ”中 每 个 事件 是 省 发 生 ， 那 么 就 可 以 推断 出 遵循 
到 时 刻 的 随机 过 程 的 路 径 ， 我 们 将 称 精确 编译 这 些 信息 的 o - 域 流 为 与 随机 
过 程 {Xn}n>o 相关 的 自然 o - 域 流 . 

存在 一 个 已 经 建立 了 的 非常 正式 的 方法 的 重要 结论 . 注意 到 我 们 已 经 把 过 
程 {Xn}jnz0 定义 为 与 了 无 关 的 0 上 的 一 个 可 测 函 数 的 序列 . 这 完全 类 似 于 我 
们 给 出 的 树 的 模型 中 的 情形 ， 对 于 给 定 的 函数 {Xnj}n>o 我 们 指定 股票 的 价格 
在 n 时 刻 可 能 取 的 值 ， 然 后 私 加 概率 .即使 我 们 能 预想 到 向 上 和 向 下 跳 的 概率 
可 能 是 多 少 ， 但 是 为 了 实际 上 给 权益 定价 仍 要 改变 概率 (对 于 风险 中 性 概率 ). 
对 于 期 权 定 价 方法 来 说 改变 概率 的 过 程 是 基本 的 ， 即 使 在 最 复杂 的 市 场 模 型 中 
也 是 如 此 . 


当 在 通过 两 又 (或 -项 式 ) 树 的 路 径 上 构造 概率 时 ， 首 先 要 在 树 的 每 个 
分 文 上 给 定 概率 ， 以 这 种 方法 来 做 到 ， 它 要 使 在 k6t 时 刻 股 票 价格 已 知 为 Sx 
时 ， 给 定 的 e-"*Sx+1 的 期 望 值 正 好 就 是 Sk .这 个 条 件 给 定 了 在 对 应 于 从 k6t 
时 刻 股 票 的 值 为 Sk 的 节点 出 发 的 两 个 分 文 上 的 概率 我们 应 该 推广 这 种 思 
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图 2-5: 与 例 2.3.3 的 随机 过 程 相应 的 树 和 它 的 分 布 


想 ， 但 首先 要 回顾 一 下 条 件 期 望 (conditional expectation)， 通 过 下 面 的 例子 可 
以 给 最 好 的 解释 . 

例 2.3.3 考虑 图 2-5 中 的 树 所 表示 的 随机 过 程 . 它 的 分 布 由 树 的 分 支 上 的 
概率 给 定 ， 这 里 与 2.1 节 中 一 样 ， 假 定 通过 这 棵 树 的 一 条 特殊 路 径 的 概率 是 所 
含 和 该 路 径 的 各 分 支 概 率 的 乘积 ， 


计算 在 树 上 明确 地 给 定 了 {Xj}n>o, 且 对 于 给 定 的 0, 隐 含 地 给 定 了 PP. 
在 后 面 的 例子 中 我 们 将 不 再 去 死 搬 硬 套 ， 但 是 在 这 还 是 要 明确 地 写 出 Q . 有 
很 多 种 可 能 的 选择 ， 但 是 一 个 明显 的 选择 就 是 上 跳 和 下 跳 的 所 有 可 能 序列 的 
集合 . 若 w = (w,w,d)， 那 么 我 们 说 Xi(w) = X09 ，X2(w) = X2 , Xs(w) = 
XX . 

首先 来 计算 条 件 期 望 

E|Xs|A1]. 

由 于 我 们 把 天", 看 作 “ 到 时 刻 n 为止 的 所 有 信息 ”， 因 此 我 们 的 问题 是 在 给 
出 了 到 时 刻 1 的 所 有 信息 的 情况 下 求 Xs 的 条 件 期 望 ， 注 意 到 正在 计算 的 是 一 
个 天 1- 可 测 的 随机 变量 ， 它 仅 仅 依 赖 于 直到 时 刻 1 才 发 生 的 事件 ， 这 里 只 有 
两 种 可 能 : 第 一 次 跳 是 向 上 的 或 第 一 次 跳 是 向 下 的 . 


。 如 采 第 一 次 跳 是 向 上 的 ， 那 么 Xs 可 能 的 值 为 X900 ,X901,X910 和 X911. 
每 个 值 的 概率 由 路 径 概率 决定 ， 但 限于 那些 要 由 时 刻 1 上 面 的 节点 引出 
的 路 径 ， 那么 条 件 期 望 取 值 为 
EI[Xs|A](u) = PoopoooX3 ”十 poopoo1 X90! 十 poipo10oX3 " + poipo11 X91. 


第 一 次 跳 向 上 的 概率 记 为 po. 
。 右 第 一 次 跳 是 向 下 的 ， 发 生 的 概率 记 为 py， 那么 条 件 期 望 取 值 为 


E[Xslf1](d) = Pioplo0X3 十 piopi01X3" 十 P11P110 闵 3 "十 Di11D111X3 . 
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同 理 ， 可 以 计算 EE[Xs|F2] ， 此 随机 变量 是 £2- 可 测 的 ， 即 它 的 值 依赖 于 这 个 
过 程 的 前 两 次 跳 . 它 的 分 布 如 下 表 所 未 . 


值 概率 

E[XIF2| (vu) = poooX3 ”十 poo1X3 popoo 
E[X|Fz](vd) = potoX3 +pouX3 popol 
E[X|F2}(du) = pioo X3™ +pi01X3" pipio 
ELX|F2](dd) = pll0X3a ”十 DilIX3 pipii 


当然 ， 由 于 玉 [X3|F2|] 是 个 大 -可 测 的 随机 变量 ， 且 万 C 无， 因此 我 们 
可 以 计算 条 件 期 望 
ElE|X3|F2]|1. 
ElElXs|F2]|Fi](w) = pooE[Xs|F2](wu) + porE[Xs|F2](ud), 
ElEI[Xs|F2)|Fi](d)} = pioE[Xs|F2](du) + puiE[Xs|F2](dd). 


将 上 述 表 格 中 下 [Xs|F2] 的 值 代 入 ， 易 验证 可 得 
EIE[Xs|F2]|F1] = ElXs|F1l. (2.1) 
口 


下 面 是 条 件 期 望 的 定义 . 

定义 2.3.4 (条 件 期 望 ) 假设 鲜 是 个 下 - 可 测 的 随机 变量 ， 并 且 EI|X|] < 
oo . 假设 GC 下 是 go- 域 ,那么 给 定 9 的 四 的 条 件 期 望 是 G9- 可 测 的 随机 变 
量 . 记 作 EIXI9] ， 对 于 任意 的 A EeE G6， 它 有 性 质 


EI[XIG]; 4] a | EIXIGIdP = | XdP 2 ELX; Al. 


条 件 期 户 存 在， 但 只 有 对 于 以 概率 1 取 值 为 零 的 随机 变量 才 是 惟一 的 . 这 个 技 
巧 在 第 3 章 的 习题 17 中 是 很 重要 的 . 

等 式 (2.1) 是 下 面条 件 期 望 的 重要 性 质 的 一 个 特殊 情况 . 
条 件 期 望 的 塔 (tower) 性 质 ; 假定 五 G 万 :那么 


ElEIX|F;]|F:] = ELX | 


思 之 这 或 是 说 , 先 取 到 时 刻 7 的 信息 上 的 条 件 期 望 ， 然 后 再 取 到 前 面 时 刻 i 
的 信息 上 的 条 件 期 望 ， 这 个 期 望 值 与 一 开始 取 到 时 刻 守 的 期 望 值 是 一 样 的 . 
国 
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在 利用 条 和 件 期 望 来 计算 时 ， 记 住 下 面 的 事实 常常 是 有 用 的 . 
取出 条 件 期 望 中 的 已 知 项 : 假定 有 E[X] < co 和 E[XY] < co, 那么 


若 Y 是 三 , - 可 测 的 ， E[XY|f] = YE[ 人 万]. 


这 融 是 说 ， 考 到 站 时刻 y 是 已 知 的 ， 则 取 到 时 刻 n 的 条 件 期 望 就 可 以 把 Y 当 
作 一 个 常数 来 处 理 . 口 
由 于 选 定 了 在 2.1 节 中 用 来 定价 权益 的 树 上 的 概率 测度 ， 因 此 如 

果 定 义 {Skjkzo 为 贴现 的 股票 价格 ， 即 5 = e-*ritSgt ， 那 么 对 于 已 知 
的 5S，Si+1 的 期 望 值 恰好 就 是 5， 记 为 

开 [9， 1 12] 一 5). 
因为 在 我 们 的 模型 中 股票 价格 是 “无 记忆 的 ”， 以 致 股票 在 下 一 有 时刻 的 运动 不 
受 它 到 达 当 前 值 的 路 径 的 影响 ， 取 已 知 5 上 的 条 件 期 望 实际 上 与 取 已 知 所 
有 的 下 : 上 的 期 望 是 一 样 的 ， 因 此 

亚 [S. 1 |] 一 S,. (2.2) 


性 质 (2.2) 是 一 个 非常 重要 的 性 质 . 
定义 2.3.5 ”假设 (Q,{ 太 nz0, 下,P) 是 一 个 过 滤 概 率 空 间 ， 随 机 变量 序 
列 {Xn}ns0 古 一 个 关于 下 和 {Fn }ns0 的 鞭 ， 如 有 果 
E[|Xn|] < 00，Vn, (2.3) 
且 
下 [XI 万 ] = Xn», vn. (2.4) 
若 把 (2.4) 写成 
E|Xn ti | < 及 Yu 
那么 {Xnjnzo 是 一 个 (P, { Fu>o) - 上 蒜 ， 相反 地 ， 若 把 它 写成 
防 | 和 1 之 和 让， vn, 


那么 {Xn}n>0 是 一 个 (P, {三 ,}%z0)- 下 款 . 

这 些 定义 是 个 完善 的 . 有 许多 过 程 不 属于 这 里 的 任何 一 种 情况 . 鞭 经 常 被 
认为 古 在 参与 一 场 连 续 的 公平 竞争 后 追踪 获得 的 净利 . 在 这 个 上 扶 模 型 中 净利 
在 从 不 利 的 ( 输 的 可 能 性 大 于 赢 的 可 能 性 ) 竞争 中 获得 的 ， 而 下 款 是 从 有 利 的 
竞争 中 获得 净利 . 

实际 上 园 的 概念 是 (P, {三 ,}w>0) - 拷 的 概念 ， 记 住 这 一 点 相当 重要 .回顾 
我 们 定义 的 随机 过 程 ， 它 与 序列 {Fj>o，9 上 的 大 可 测 函数 {Xn}nzo 以 


鞭 性 质 


马尔 可 
夫 性 质 


例 丁 


32 第 2 章 二 项 式 树 和 离散 套数 鞭 


及 定义 在 下 的 元 素 上 的 概率 测度 P 的 作用 无 关 . 在 2.1 节 中 ， 我 们 对 市 场 的 
认识 或 许 是 贴现 的 股票 价格 不 是 蒜 (确实 它 可 能 不 是 或 者 疫 有 人 能 在 股票 上 
投机 ， 即 通过 购买 现金 债券 得 到 同样 的 钱 和 无 风险 利率 )， 为 了 定价 和 对 冲 的 

(我 们 将 看 到 ) 需要 ， 我 们 变换 概率 测度 以 使 贴现 的 股票 价格 成 为 一 个 蒜 . 我 
们 将 把 代表 市 场 观 点 的 概率 测度 称 为 市 场 测 度 (market measure)， 这 种 用 米 定 
价 和 对 冲 的 新 的 概率 测度 称 为 等 价 鞍 测度 (equivalent martingale measure). 

注释 (由 NN 的 子 集 导 出 的 扶 ) 尽管 已 经 定义 了 由 n € N 导出 的 款 ， 但 我 
们 还 将 经 常 讨论 由 {0 < n < N} 导出 的 蒜 . 这 种 蔷 是 通过 把 条 件 (2.3) 和 (2.4) 
限制 在 {0 < n < N} 来 定义 的 . 将 陈述 由 {n > 0} 导出 的 鞍 的 一 些 重要 
结论 ; 它们 用 显然 的 方式 加 以 修改 就 可 以 应 用 到 由 {0 < n < N} 导出 的 蒜 
上 . : 口 

下 面 这 种 情况 经 常 是 有 用 的 ， 由 塔 性 质 ， 阁 {Xnjazo 是 (PP, {Fn.}nz0) - 
蔷 ， 那 么 对 于 i< 7;， 有 

E[X;|£F;) = X;. 
如 果 转 有 为 外 一 个 性 质 即 瑟 尔 可 夫 性 质 ， 那 么 这 个 计算 可 能 也 是 简单 的 . 

定义 2.3.6( 马 尔 可 夫 过 程 ) 随机 过 程 {Xn}nyo( 有 自然 o- 域 流 ，{ 三 ,},w0) 
丰 一 个 离散 时 间 马 尔 可 夫 过 程 ， 如 果 

下 [Xe 了 万] = PIX,r1 € BIX,), 
对 于 所 有 的 如 E 大 成 立 . 

总 之 ， 给 定 到 时 刻 n 的 过 程 的 整个 历史 的 条 件 下 ,1 € B 的 概率 ， 与 只 
给 定 Xn 的 值 的 条 件 下 X41 € B 的 概率 是 相同 的 , 马尔 可 夫 过 程 无 记忆 . 许 
多 蒜 的 例子 (和 所 有 的 市 场 模型 的 例子 ) 也 有 马尔 可 夫 性 质 . 然而 ， 不 是 所 有 
的 扶 都 是 蕊 尔 可 夫 过 程 ， 有 反之 不 是 所 有 的 马尔 可 夫 过 程 都 是 著 (见习 题 11) 


记号: 当 布 望 去 强调 某 一 o - 域 流 是 由 随机 过 程 {Xn}w>o“ 生 成 的 ”， 那 么 
用 记号 {7 nz0. | 

际 非 有 其 他 的 规定 , 一 般 地 {三 ,}w>o 总 是 被 理解 为 与 正在 考虑 的 随机 过 
程 有 关 的 自然 o - 域 流 . 


大 总 是 坚持 给 9 一 个 明确 的 规定 可 能 过 于 生 搬 硬 套 ， 因此， 一般 地 
我 们 不 这 样 做 ， 我 们 仍 用 “{Xnjnzo 是 个 PP 了- 贰 ”来 表示 “{Xnjnzo 是 
个 万 区) - 炽 ” 

例 2.3.7( 随 机 游 动 ) ”一 维 简单 的 随机 游 动 {Snujn>o 是 个 马尔 可 夫 过 
程 ， 满足 n+l = Sn 十 Ent+1， 其 中 (对 每 个 n) 有 上 E { 一 1 二 1， 而 且 在 也 
下 ，{én}n>0 定 独 立 同 分 布 的 随机 变量 .因此 


PlS,41 = k++1ls 一 大 | 三 2， 了 5，+1 =k—1|S,=k|=1—py, 
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其 中 p € [0,1]. 

如 采 p 二 0.5, 那么 {5%}n>0 是 个 卫 - 款 . 若 p< 0.5 (p> 0.5)， 那 
么 {Sn}n>zo0 二 修正- 上 加 (P- 下 蒜 ) ， 

验证 ”为 验证 以 上 结论 ， 时 刻 n 的 随机 游 动 距离 其 起 始点 至 多 为 n, 显然 
期 望 EI|S%| < oo 是 有 限 的 ， 而 且 


E|S,, 1 [Fn 一 El[S,, 十 Sn+1l way 
一 SO, 十 Elén 41 [Fn 


这 里 利用 了 最 后 一 行 中 {&}n>o 的 独立 性 ， 则 足以 观察 到 


< 0, 2 <= 0.5, : 
Elén t+) 一 0, p= 0.5， UL 


> 0, D> 0.5. 


例 2.3.8 (权益 的 条 件 期 望 ) 假设 给 定 0 和 一 个 o - 域 流 {F ja>o . (在 
本 例 中 我 们 认为 Fn。 编译 了 到 时 刻 n6t 为 止 的 金融 市 场 的 历史 .) 记 Cw 为 任 
一 有 界 的 Fn - 可 测 的 随机 变量 . (在 N6t 时 刻 把 它 看 作 一 个 权益 )， 那 么 对 于 
概率 测度 正 ， 条 件 期 望 过 程 {Xjo<ngN 为 


Xn = ElCw|A,], 


它 是 一 个 (P,{ 互 Jjocn<N)- 著 . 

例 2.3.9 (权益 的 贴现 价格 ) 在 求解 欧式 期 权 的 定价 问题 中 ， 该 期 权 在 2.1 
节 中 的 股票 价格 的 多 时 段 两 值 模型 中 在 到 期 时 刻 N6t 的 值 为 Cy ， 我 们 建立 
了 一 个 概率 测度 ， 记 为 @， 在 该 测度 下 贴现 的 股票 价格 是 一 个 蒜 ， 对 于 任何 
在 Not 时 刻 的 权益 为 CN 假如 ES[|CN| < OC, 那么 在 Not 时 刻 收 益 为 CN 
的 期 权 在 n6t 时 刻 的 公平 价格 应 是 


VV = e "NV VEEQACNIF,. 


用 Wi 二 6e-"™tVi, 来 定义 贴现 的 权益 过 程 ， 那么 { 仿 jocncw 是 个 四 - 拷 . 假 
定 一 开始 就 知道 在 整个 时 段 [i6t, (十 1)6t) 内 的 无 风险 利率 ， 那 么 即使 去 掉 利 
率 是 常数 的 假设 它 仍然 成 立 . 


上 上 例 说 明了 欧式 期 权 的 贴现 价格 过 程 是 个 款 . 换 名 话说 , 复制 的 投资 组 合 的 相对 于 
风 i 现 价值 是 蒜 ， 如 前 ， 记 (Gn, 如 ,) 为 在 第 n 个 时 段 [(n 一 1)0t mbt) 上 复制 投 日 革 的 


资 组 合 中 所 持 有 的 股票 和 债券 份额 .那么 这 个 组 合 在 n6t 时 刻 的 值 为 


Vn 一 OP19， 十 Vn+1B,, 


新 蒜 
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其 中 已。 是 n6t 时 刻 现 金 债券 的 价值 . 该 投资 组 合 是 自 融 资 (self-financing) 的 ， 
即 在 (ni 十 1)6t 时 刻 构造 新 的 投资 组 合 所 需 的 费用 可 完全 通过 出 售 在 [nbt (n 十 
1)5t) 时 段 上 所 持 有 的 投资 组 合 而 来 的 . 用 记号 表示 为 


pnt1Ont1 十 pntr1iBnti 一 OrT20nT+1 十 Wn+2Bn+t1. 


贴现 价格 为 | 
Vy = 加 19 + Wn+r1) 


因此 ， 由 上 征 融 资 的 性 质 


pnt1Sn41 十 Wn+1 一 pn 2 Snt1 十 Wn+2) 


故 有 _ 
VYn+1 一 yn = Pnt+2Dn+t1 十 Vn-t2 — pnt1idn 一 Un 
pnt1(Snt1 Sn ). 


I 


n—1 


Vn = V+ DD piri(Sri — 5;). (2.5) 
j=0 
由 前 面 的 注释 可 知 ，{W}josngw 是 一 个 Q@ - 靳 ， 因 此 我 们 已 经 验证 了 在 概率 
测度 Q@ 下 {9"josn<x 是 一 个 款 ， 等 式 (2.5) 右边 的 表达 式 也 是 款 ， 这 是 很 正 
利 的 现象 . 为 了 表述 一 个 精确 的 结论 我 们 需要 一 个 定义 ， 回 顾 在 (i 一 1)6t 时 刻 
己 知 的 页 . 
定义 2.3.10 给 定 o- 域 流 {jns0， 若 对 于 所 有 的 n 之 1，A4， 是 三 ，- 
可 测 的 ， 则 过 程 {An}n>1 是 {Fn}wz0- 可 预见 的 或 【Fn。jn>o- 可 料 的 . 
注意 这 是 现金 债券 所 允许 的 一 类 随机 性 . 
离散 随 命题 2.3.11 假设 {Xn}nz0 与 a- 域 流 {Fj}n>o 是 相 适 应 的 ， 且 fg 内] >1 
机 积分 是 {Fnjn>o- 可 料 的 . 定义 


n—i 


Zn = Lot D> ,biti(Xit1 — X;). (2.6) 
j=0 
其 中 2 是 一 个 常数 . 
老 {Xn}nzo0 是 (P, {Fn}jn20) - 蒜 ， 那 么 {Zn}nz0 也 是 (P,{ 环 .jwz0)- 拷 
注释 ”如 果 {0%}nzo 与 o - 域 流 {jwzo 是 相 适 应 的 ， 则 由 如 = 0,_1 
定义 的 过 程 {8%}w>1 可 料 ， 因 此 对 于 一 个 与 {F}a>o 相 适 应 的 过 程 {0% }n>0) 
石 {Xn}jnz0 是 一 个 (P, {天 tz0)- 蒜 ， 那 么 
nl 


3 = 2+ 5 On Xi) 


j=0 
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也 是 一 个 (P, {Fejt>o)- 鞭 . 口 


命题 2.3.11 的 证 明 这 是 一 个 利用 条 件 期 望 的 习题 


型 Zn+1 Zn|Fn) 
El@n ti (Xn — Xn)|fn] 
pn+1E[(Xn+1 Xn )| Fn 
gm Xn) 
0., 


下 [FJ — Zn 


是 


我 们 可 以 考虑 把 等 式 (2.6) 中 的 和 看 作 一 个 离散 的 随机 积分 (discrete 
stochastic integral).， 妆 我 们 转 到 第 4 草 的 随机 积分 时 ， 实 质 上 就 是 对 这 种 形 
式 和 式 取 极限 . 

不 是 只 有 二 项 式 树 模型 能 够 组 合成 贰 的 框架 .支持 单 时 段 转换 到 多 时 段 

两 又 模型 的 论断 同样 可 以 允许 我 们 把 1.5 节 和 和 1.6 节 中 单 时 段 模 型 转换 成 多 时 
段 模型 .我们 现在 用 这 种 语言 来 重新 表述 定理 1.5.2 和 1.6.2. 假定 市 场 由 KK 种 
股票 构成 ， 且 股票 价格 S1,.… ,SK 在 6t261361 .Nit 二 工人 时 刻 和 的 可 能 值 
是 已 知 的 ， 用 Q 来 表示 股票 价格 向 量 遵循 妇 ** 中 的 所 有 可 能 “路 径 ” 的 集合 . 

定理 1.5.2 告诉 我 们 ， 市 场 无 套利 等 价 于 在 Qf 上 存在 一 个 对 于 每 个 we 
都 严格 取 正 的 概率 测度 Q@@， 并 使 得 


9， 1 = WEQIS,|S,_1), 


其 中 5, 是 股票 价格 在 > 时 刻 的 向 景 ， 克 ”是 在 [(r 一 1)6t,r6t] 上 的 无 风险 借 
贷 的 贴现 . 

如 果 像 上 面 一 样 ， 我 们 考虑 由 5$; = TT_, W425; 给 定 的 贴现 的 股票 价 
格 {9}o<y<N, 那么 下 式 成 立 : 


EY*[S,.|S1, 0 ,9 1] 一 EQ[S,|£F._ 1] 一 Sr_1. 


换 名 话说， 贴现 的 股票 价格 向 量 是 一 个 Q@ - 扶 . 
定义 2.3.12 称 空 间 人 上 的 两 个 概率 测度 和 Q@ 是 等 价 的 ， 若 对 于 所 有 
的 事件 4Cn 
Q(A)=0 当 且 仅 当 了 (4) = 0. 


都 么 ， 假 定 有 这 样 一 个 市 场 模型 ， 在 这 个 模型 中 股票 价格 向 量 遵循 遍 
友 民 的 有 限 条 路 径 9 中 的 一 条 ， 我 们 甚 室 可 用 自己 的 话 来 描述 在 Q 上 价格 
如 何在 概率 测度 PP 中 演化 和 被 编译 的 .定理 1.5.2 和 定理 1.6.2 合 起 来 就 是 ， 


资产 定 
价 基本 


定理 
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定理 2.3.13 ”对 如 上 所 述 的 多 时 段 市 场 模型 ， 市 场 无 套利 当 且 仅 当 存在 一 
个 等 价 蒜 测度 Q@， 即 存在 一 个 等 价 于 叶 的 测度 @， 使 得 贴现 的 股票 价格 过 程 
是 一 个 @- 蒜 . 
在 该 情形 下 , 可 达 权 益 CN (在 N6t 时 刻 执行 ) 在 零 时 刻 的 市 场 价格 是 惟一 
的 ， 并 且 为 ， 
Ed[yoCN], 
其 中 wo = TI? 如? 是 在 NN 时 段 上 的 贴现 因子 . 


尽 党 存在 其 他 技术 条 件 ， 但 对 于 连续 时 间 的 市 场 模型 ， 这 个 基本 定理 本 质 
上 有 完全 一 致 的 表述 . 


2.4 才 些 重要 的 著 定 理 


在 鞠 的 框架 下 ， 表 达 每 一 件 事 情 需 要 很 多 有 用 的 定理 . 在 本 节 就 给 出 了 一 
学 在 离散 参数 加 的 理论 中 非常 重要 的 结论 ， 然 而 ， 我 们 这 里 只 是 粗略 地 进行 一 
些 必 要 的 论述 . 更 详 实 的 论证 参见 Williams(1991). 
停 时 蒜 理 论 中 一 个 最 重要 的 计算 工具 是 可 选 停止 定理 .在 表述 这 个 定理 之 前 
先 介 绍 停 时 的 定义 . 
定义 2.4.1 给 定 一 个 与 o - 域 流 { 天 jn>o 相 匹 配 的 样本 空间 Q， 一 个 停 
时 或 最 优 时 间 是 一 个 随机 变量 全 :0 加 ， 具 有 性 质 
{T <n}e€£,, vn 之 0. 
这 束 是 说 , 我 们 在 n 时 刻 及 以 前 获得 的 信息 的 基础 上 就 可 决定 是 否 T< nn 
印 不 必 考 碟 未 来 的 情况 . 
例 2.4.2 考虑 例 2.3.7 中 的 简单 的 随机 游 动 . 人 定义 为 随机 游 动 取 值 为 1 
的 首 达 时 间 ， 即 
T= inf{ti>2>0:5;= 1)}: 
那么 人 是 一 个 停 时 . 
为 一 方面 
U 一 sup 人 tt >0:9i=1 
不 是 一 个 停 时 . 
可 选 停 停 时 的 一 个 等 价 定义 是 : 对 于 nn > 0, 随机 变量 0 全 1{T >n+ll 是 相 适 应 


止 的 ( 见 定义 2.3.2). 因此 ， 根 据 命题 2.3.11 后 面 的 注释 可 知 ， 若 {X,}n>o 是 个 
鞭 , 那 么 下 面 的 过 程 
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nC—1 
Zn SY 0(Xiti — Xi). (2.7) 
一 DO 
也 是 一 个 贰 , 上 式 重 新 整理 得 


Ln i(Xj+1 X;) 


Hi 
wi 
oT 


了 一 
于 一 二 

一 TtT>iHTCXiTI — Xj) 
2 二 

一 XTAn 一 Xo， 


其 中 人 和 mm 表示 工 和 nn 的 最 小 值 . 
定理 2.4.3( 可 选 停止 定理 ) 令 (Q, 下 ,， { 大 jn>o, 了 了) 是 一 个 过 滤 概 率 空 间 . 
假设 过 程 {Xnjnzo 是 一 个 (下 ,{ 大 jn>o) - 蒜 ， 且 全 是 一 个 有 界 停 时 ， 那 么 


ElXr|Fol = Xo, 


因此 
E[Xz] = Xo. 


证 ”这 个 证 明 是 一 个 我 们 上 面 已 经 做 过 的 计算 的 简单 应 用 . 如 果 知 
道 荆 < N， 那 么 在 (2.7) 的 记号 中 ，Zw = XT 一 Xo， 且 由 于 {Zn}jrz0 是 一 个 
贰 ， 所 以 E[Zw|Fo] = 2Zo =0， 即 


E|XT|fo| = Xo. 


再 次 取 期 望 得 
开 [Xzr] = Xo. 口 


在 这 个 结论 中 ， 天 键 之 处 在 于 停 时 是 有 界 的 ， 实际 上 在 所 有 的 金融 应 用 中 
孝 将 是 这 种 情况 ， 但 习题 15 显示 了 什么 地 方 可 能 出 问题 . 这 个 定理 更 一 般 地 
描述 是 可 行 的 ， 见 Williams (1991). 这 里 可 用 一 个 具体 的 应 用 来 验证 定理 的 正 
确 性 (也 可 参见 习题 14). 

命题 2.4.4 令 {Snjn>zo 是 例 2.3.7 中 的 ( 非 对 称 的 ) 简单 随机 游 动 ， 
且 p>1/2. 对 zeEZ， 记 


7z = inf{n: Sn = x}, 


(5 
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那么 对 于 a<0<5b, 


_ 1-900) 
PI{T, < Tl 一 Gla) — (6) 


证 首先 证 明 {98(S%)}nzo0 是 一 个 了 - 对 .由 于 游 动 在 一 个 时 刻 只 能 取 一 


” 步 ， 因 此 -nS5% < n， 又 由 于 对 于 p>1/2 有 0<(1l 一 p)/p < 1， 则 显然 有 


EG(Si)) < oo， Yn. 
验证 在 条 件 期 望 中 确实 有 个 扶 则 是 为 一 个 问题 . 我 们 必须 计算 
Elg(Sn,+1)| Fr]. 


回顾 Sn4i = "i &j = Sn 十 én+1， 其 中 在 了 下 随机 变量 &j 是 独立 同 分 布 
的 ， 且 


Plé; 一 ] 一 DD,， PIé; 一 —1| 二 1] 一 DB. 
则 


| 
- bs)E| (2) ”| 


= sn) (p(52) +(1 -nD() ) 
一 p(n). 


现在 我 们 应 该 把 可 选 停止 定理 应 用 到 停 时 人 = Ts。 人 和信 T。 上 ， 游 动 触及 
到 a 或 b 的 首 达 时 间 . 困难 之 处 在 于 工 不 是 有 界 的 , 因此 ， 对 于 任意 的 (确定 
的 )N， 把 这 个 定理 应 用 到 停 时 荆 和 人 NN 上， 则 可 得 


Elg(So0)] = Elp(STAN) 
gajp[Sr =a,T < N]+ $b)PISr =5,T < N+ EG(SN),T > N]. 


El9(Sn+i)|Fn| = E G5, (2) 


1 


(2.8) 
现在 
0< El¢(SN),T>N] = EG(SN)IT > NIPIT >NI] 
< ( 宇 ) + (二 ) ler > N] 
由 于 入 一 00 时 ，P[ 蔗 > NN] 一 0， 那么 在 (2.8) 中 令 和 N 一 co, 可 得 


最 后 ， 由 于 PlST 一 a| = 1— PlSr = b|， 日 PlT, < 7 | =P|S7 一 al, 则 等 
式 (2.9) 变 为 
pla)PlTs < T+ $5)(1 — PIT, < 有) = 二 
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整理 得 


Pl7, < 了 = J 


命 瑶 成立. 加 


经 常 可 从 不 完全 的 信息 中 推导 出 关于 蔷 的 许多 结论 ， 一 个 例子 就 是 习 
题 12 的 结论 ， 此 例子 说 一 个 可 料 的 著 是 常数 .为 一 个 例子 可 由 下 面 的 结论 得 
出 . 


定理 2.4.5( 正 上 挝 收敛 定理 ) “如果 {Xn}nzo 是 一 个 (P, {Fn}nz0) - 上 
甘 ， 且 对 于 所 有 n 有 Xn 之 0, 那么 存在 一 个 下 - 可 测 的 随机 变量 大 ,并 
且 正 [X。-] < co， 使 得 


有 mn 一 及 一， 当 n 一 0 时， 


以 下 概率 1 成 立 . 
这 个 结论 的 证 明 超出 了 我 们 这 里 叙述 的 范围 ， 但 可 参见 Williams(1991). 


在 回 到 金融 问题 之 前 ， 我 们 再 来 看 一 个 结论 ， 回 顾 可 知 ， 一 般 来 说 下 轩 C 
趋 于 上 升 ， 而 上 挝 趋 于 下 降 ， 下面 的 结论 有 时 称 作 补偿 (compensation)， 即 可 
从 一 个 下 蒜 减 去 一 个 非 减 过 程 得 到 一 个 蒜 ， 而 且 也 可 以 对 一 个 上 蒜 加 上 一 个 非 
减 过 程 得 到 一 个 蒜 . 在 这 两 种 情况 中 ， 有 趣 的 事情 是 这 个 非 减 过 程 是 可 料 的 ， 

命题 2.4.6 

1， 假 设 {Xnjn>0 是 一 个 (了 {Fn}jw2>0)- 下 蒜 ， 那 么 存在 一 个 可 料 的 非 
减 过 程 {An}n>o, 使 得 {Xn 一 An}nzo 是 个 (了 ,{ 大 jn。>o) - 蒜 . 若 令 Ao = 0， 
则 {An}n>0 定 惟 一 的 . 

2， 人 假设 {Xn}n>0 是 一 个 (P, {Fn}ns0) - 上 默 ， 那么 存在 一 个 可 料 的 非 减 
过 程 {4%}w>0， 使 得 {Xi 十 An}nzo0 是 一 个 (P, {Fi,}wz0) - 蒜 . 若 令 40 = 0， 
则 {An}n>o0 不 惟一 的 . 


证 这 两 部 分 的 证 明 本 质 上 是 一 样 的 ， 因 此 我 们 只 考虑 第 一 种 情况 . 
定义 Ao = 二 0 且 对 于 n>1 邻 


A, 一 4 1 一 E|[X,, Xn_1|Fn_1l. 


由 定义 {An}n>0 是 可 料 的 且 是 非 减 的 (由 于 {Xn}nzo 是 一 个 下 款 )， 我 们 必须 
验证 {Xn 一 An}»>o 是 个 蔷 . 首先 来 验证 对 于 所 有 的 n，E[|Xn 一 4% 上 <o0 成 


收 合 定 


补偿 
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ElIXn — Anl] < 了 xs+ELhn 
-了 xnlH+E|4o+ 宇 (5 一生- 


= E[|Xl] + > EIELX; — 和- (由 4 和; 的 定义 ) 
< EX + 2 ELELXs| + IX;-1l|7;-] / 


= EIIXwl + EIXil+ Xi-1 ( 塔 性 质 ) 


由 于 假定 对 于 所 有 ; 有 E[|Xj 上 | < ceo， 那么 显然 最 后 的 表达 式 是 有 限 的 
现在 来 验证 蒜 的 性 质 ， 


E[Xnt1 一 AntilFn)] 

= E[Xn+1 — E[Xnti — Xn|Fn] 一 An|Fn] (由 An+1 的 定义 ) 
一 E[X,+1 一 Xntl 十 扩 ” 一 4 大 | 

一 和 4 


剩 下 的 是 要 去 验证 当 ho = 0 时 过 程 {4.}>o 是 惟一 的 . 假设 存在 为 一 个 
有 同样 性 质 的 可 料 过 程 {Bn}w>o ， 那 么 {Xn 一 An}n>0 与 {Xn 一 Bn}n>0 
都 是 款 ， 因 此 它们 的 差 {hn 一 Bn}nzo 也 是 质 ， 为 一 方面 ，{An 一 Bn}n>0 
是 可 料 的 ， 且 可 料 的 著 是 个 常数 (见习 题 12)， 由 于 ho = 0 = Bo， 故 证 明 完 
成 . 口 

让 我 们 来 看 看 在 具体 的 金融 例子 中 这 些 概 念 的 意义 是 什么 . 

例 2.4.7( 修 正 的 美式 期 权 ) 假设 模型 为 二 项 式 树 模 型 且 采 用 2.2 市 中 的 记 
， 令 9 为 树 上 的 概率 测度 ， 在 该 测度 下 贴现 的 股票 价格 {9。 }osns 是 一 个 

记 {Vjocng<N 为 敲定 价格 为 外， 到 期 日 为 厂 = N6t 的 美式 看 涨 或 看 跌 
权 的 贴现 值 ， 且 定义 


BB, = 
en0t (K 一 Sn ) | 看 跌 情 形 . 


洲 浇 中 


(a - 域 流 总 是 由 {SnjocnxN 生成 .) 那么 { 记 jocngN 是 控制 {BnjocnxN 的 
最 小 的 QQ - 上 拷 . 

在 习题 16 中 可 以 看 到 ， 这 个 特征 还 可 为 引 理 2.2.2 的 证 明 提 供 另 一 个 简 
单 的 证 法 . 

解释 ”由 2.2 节 可 知 


V1 一 INax {Bn EY 把 


| Ox<nN, 
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且 Ww = Bw， 显然 ，{ 记 joxnxw 是 一 个 控制 {Bi,joxnxw 的 上 款 . oa 
它 是 具有 该 性 质 的 最 小 上 蒜 ， 假 定 {U0 jos<nsN 是 控制 {Bn,}jocnxw 的 另 一 
任意 上 靳 . 那么 Un >VYVw， 且 若 Un > V， 那 么 


Dn > ESOn | Fn) > ER [WF 
因此 
Un_1 之 ax {Bn E* 太 Fn1|) 一 Vn_1. 
论 由 逆向 归纳 可 得 . 过 程 {VV }o<n<N 称 作 {Bn}ocng<N 的 极 小 包 (snell 
pl 口 
注释 由 命题 2.4.6， 可 记 
b= M,— A, 


其 中 {Mn}n 0 是 一 个 蒜 且 {An }n>0 是 一 个 4o = 0 的 非 减 过 程 . 由 于 市 
场 是 完全 的 ， 因 此 可 通过 持 有 一 份 在 第 n 个 时 段 内 由 9 份额 股票 和 也 
份 铅 现金 债券 构成 的 投资 组 合 来 精确 地 对 冲 Mn. 美式 期 权 的 出 售 者 通 
过 持 有 这 样 一 个 投资 组 合 可 以 更 好 规避 因 出 售 期 权 而 带 来 的 损失 . 期 权 的 
持 有 者 将 在 当 4ji+1 是 非 零 的 (又 称 过 程 {4%};zo 是 可 料 的 ) 首 达 时 间 ; 
执行 ， 由 十 此 时 更 适合 于 出 售 期 权 且 根据 对 冲 组 合 {(9n, Wn)}j<nxw 投入 资 
金 . 口 


2.5 ”二 项 式 表 示 定 理 


在 蒜 的 框架 中 给 衍生 产品 定价 相当 于 取 一 个 期 望 ,但 是 只 有 当 构 造 一 个 对 
冲 组 合 时 套利 价格 才 有 意义 ， 若 已 知 对 冲 组 合 ， 那 么 在 前 述 定义 2.3.10 的 讨 
论 中 可 以 看 到 ， 我 们 可 以 把 这 个 投资 组 合 的 贴现 值 表 示 为 在 关于 贴现 的 股票 价 
格 的 投资 组 合 中 持 有 的 股票 的 “离散 随机 积分 ”， 和 衍生 产品 也 可 同样 如 此 ， 为 
了 把 入 生产 品 的 贴现 价格 转换 成 一 个 对 冲 组 合 ， 需 要 下 面 命题 2.3.11 的 逆 命 
题 ， 我 们 在 股票 价格 的 二 项 式 树 模型 的 背景 中 讨论 . 

定理 2.5.1( 二 项 式 表示 定理 ) 假设 测度 Q 使 得 贴现 的 二 项 式 树 价格 过 
程 {5%},>0 是 个 Q@- 蒜 . 若 {Wja>o 是 任 一 另外 的 (Q, {了 njn>0) - 蒜 ， 那 么 
就 存在 一 个 {Fnjn>o- 可 料 过 程 {@,}ws1 使 得 

nC—1 


TI 一 WW 十 >》_ bj41(9;41 一 S;). (2.10) 


I=0 


从 蒜 表 
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证 ”考虑 二 项 式 树 上 的 一 个 单 时 段 . 为 了 简便 记 
AVH = Vsy1 — V, ASir1 一 9i 1 一 9;. 
在 i6t 时 刻 给 定 它们 的 值 ，Vi+1 和 5i+1 都 可 取 两 个 可 能 值 中 的 一 个 ， 这 两 个 
可 能 值 分 别 记 作 {Vri(w), Vi(d} 和 {Sir1(w), Sir1(d)}. 
记 AVI = gir1ASiti1 十 i+1， 其 中 B41 和 jl 在 i6t 时刻 都 是 已 知 
的 ， 换 句 话 说， 要 求 i+1 和 ki41 使 得 


Vini(u) —V= piri(5 Dit+1(4) 一 5:) + kity 


Vini(d) — Vi= biri(3 Sit+i(d) 一 5 ) 十 Riti: 
解 得 
Viri(u) 一 Viri(ad) 
Si+i(u) 一 Sitril(d) 
且 1 = Vi() 一 太一 Bri(Si41(w) 一 5;)， 它 们 在 i6t 时 刻 都 是 已 知 的 . 
现在 {VW}jiyo 和 {5;};yo 都 是 款 ， 因 此 


gif+1 = 


E[IAV+Hi| 户 ] =0= 了 ASHi| 万 ] 


由 上 可 知 ki+41 = 0. 
AVitr1 = bir1ASi+1, 
其 中 bf 在 i6t 时 刻 是 已 知 的 . 对 上 式 两 边 求 和 就 可 得 到 所 要 的 结论 
[UL 
由 前 面 的 讨论 可 知 ， 若 {Vji>o 是 权益 的 贴现 值 ， 那 么 当 构 造 复制 投资 


示 定 理 组 合 时 使 得 一 个 可 料 过 程 {8;};>1 作为 持 有 的 股票 出 现 ， 我 们 也 可 以 用 其 他 的 
到 复制 方法 给 定 {9iji>1， 是 奋 可 以 构造 一 个 自 融 资 的 复制 投资 组 合 ? 不 用 惊讶 ， 
投资 组 管 案 是 肯定 的 . 


Lm 


构造 策略 在? 时刻， 购买 一 份 由 gi41 份额 股票 和 Vi 一 9;415; 份额 现金 


债券 构成 的 投资 组 合 . 


我 们 必须 验证 这 个 策略 是 可 行 的 ， 为 了 方便 记 B; 为 i6t 时刻 债券 的 价值 . 
假定 在 i6t 时 刻 购 买 了 8i+1 份额 股票 和 (Vi 一 iti 学 ) 份额 现金 债券 ， 这 


化 费 了 


- S, 、 
0i19i 十 (7 一 Ditl 元 )B = ViB; = VV. 
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那么 在 (i 十 1)6t 时 刻 该 投资 组 合 的 价值 为 


ji+15i+1 十 (5 — Pitl 器 )Bit = Biti (bit 人 一 全) 十 次 ) 
= VitiBiti ”( 根 据 二 项 式 表 示 定 理 ) 
= Vitl, 


这 完全 是 以 在 (i 十 1)6t 时 刻 构造 新 的 投资 组 合 ， 而 且 , 在 N6t 时 刻 恰 好 有 与 权 
冀 的 价值 相等 的 资金 . 


复制 3 步骤 : 定价 和 对 冲 一 个 在 了 时 刻 的 权益 Cr 有 3 个 步骤 . 
。 找 一 个 概率 测度 Q@ ， 在 该 测度 下 贴现 的 股票 价格 (有 它 的 自然 c - 域 
流 ) 古 一 个 蒜 . 
。 构造 贴现 的 价值 过 程 ， 


V. 一 eity. — EY le—"TOx ;|. 
。 找 一 个 可 料 过 程 {9; 上 <ixw 使 得 
AVi = $iAS.. 


2.6 ”连续 模型 预览 


在 严格 导出 关于 欧式 期 权 值 的 Black-Scholes 定价 公式 之 前 ， 首 先 要 为 它 
建立 一 个 可 靠 的 框架 ， 作 为 一 个 很 自然 的 想法 ， 可 用 离散 的 方法 去 探讨 在 连续 
情形 下 结果 是 怎样 的 形式 . 

我 们 应 该 用 非常 小 的 时 段 的 离散 模型 去 通 近 连续 模型 ， 显 然 它 是 可 信 
的 .Black-Scholes 模型 是 基于 在 1.2 节 中 提 太 的 对 数 正 态 模 型 ， 有 了 这 个 想 
法 ， 可 选择 有 固定 增长 率 和 “噪声 ”的 逼近 方法 . 

模型 是 以 时 间 步 长 给 和 3 个 固定 常数 wu，o 和 无 风险 利率 > 为 参数 . 

e 现金 债 疗 有 形式 B; = ert， 与 时 间 间 隔 长 度 无 关 . 

。 股票 价格 过 程 取决 于 二 项 式 树 上 的 节点 ， 车 股票 当前 值 为 s， 那 么 经 过 


下 一 个 时 段 它 将 变 为 新 的 值 
sexp(v6t + ov6t), 如 果 工 升 ， 
sexp(zbt — ovVot), 如 末 下 降 . 


假设 上 跳 或 下 跳 的 概率 相同 ， 则 在 市 场 测度 下 ， 在 每 个 时 段 上 P[ 上 跳 |=1/2= 
P[ 下 跳 ] 
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对 于 一 个 固定 的 时 刻 t+， 设 N 是 到 时 刻 上 为 止 的 时 段 数 ， 即 N = t/6t， 


那么 SYN 
Ss 一 So exp (+ Vi )). 


其 中 Xw 是 N 次 独立 的 跳 中 向 上 跳 的 次 数 ， 为 了 探讨 当 5 一 0( 或 等 价 


在 革 测 


于 NN 一 00) 时 的 情况 ， 需 要 用 到 中 心 极 限定 理 . 
定理 2.6.1( 中 心 极限 定理 ) 设 61,62,… 为 独立 同 分 Wt 
一 个 序列 ， 在 概率 测度 了 下 ， 这 些 随 机 变量 的 均值 为 H， 方 差 为 o?， 


设 om 一 上 十 … 十 如 那么 


Vno* 
当 n 一 oo 时 按 分 布 收敛 到 一 个 服从 N(0,1) 的 随机 变量 . 


现在 XN 是 N 个 取 值 为 +1 和 0 的 概率 都 为 1/2 的 独立 随机 变量 {6&i}1<igw 
的 和 . 即 及 [&;] = 5,Var[&i] = 73， 因此 由 中 心 极限 定理 ， 随 机 变量 (2XN 一 
N)/VN 的 分 布 收敛 到 均值 为 0 且 方 差 为 1 的 正 态 分 布 ， 换 句 话 说 ， 当红 变 
得 很 小 ( 即 入 变 得 很 大 ) 时 ，5i 的 分 布 收敛 到 一 个 对 数 正 态 分 布 ， 确切 地 说 ， 
在 这 个 极限 中 ，log S$ 是 均值 为 log So 十 vt， 方 差 为 o2?t 的 正 态 分 布 . 


这 是 在 最 初 的 测度 P 了 下 的 情况 . 那么 在 用 来 定价 的 蒜 测 度 @ 下 将 会 发 生 
什么 呢 ? 
由 引 理 1.3.2， 在 加 测度 下 ， 问 上 跳 的 概率 为 
四 exp(r6t) — exp(vét ~ ovV6t) 
exp(v6t + ovVot) ~ exp(v6t — ovVot) 


-a 7) 


因此 在 拷 测 度 Q@ 下 ，XN 仍 服从 二 项 式 分 布 ， 但 是 此 时 均值 为 Np， 方 差 
为 Np(1 — p). 

从 而 在 Q@ 下 ， 当 寻 趋 近 于 零 时 ，(2XNw 一 N)/VN 的 均值 趋向 于 一 Vi(v++ 
502 一 7)/o, 且 方 差 趋向 于 1， 再 次 使 用 中 心 极 限定 理 ， 随 机 变量 (2XN 一 
N)/VN N 收敛 到 一 个 均值 为 -Vt(v 十 30? 一 7)/o 且 方 差 为 1 的 正 态 分 布 的 随 
机 变量 .那么 在 Q@ 下 ，49: 服从 均值 为 log So 十 (7 一 302)t 且 方 差 为 c2t 的 对 
数 正 态 分 布 . 可 记 作 


9 = exp (oviz 十 ( 一 ;0 )t); 


其 中 ,在 QQ 下， 随机 变量 2 服从 均值 为 零 且 方差 为 1 的 正 态 分 布 . 


它 近似 于 
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右 把 离散 的 理论 完全 应 用 到 连续 情形 中 ， 那 么 在 连续 模型 中 ， 一 份 工 时 看 涨 其 
鹿 睁 定价 格 为 五 的 欧式 看 涨 期 权 在 零 时 刻 的 价格 将 是 蒜 测 度 下 权益 的 贴现 期 权 的 定 
望 值 ， 即 为 价 
EE [e- (Sr — K)+), 
其 中 7 是 无 风险 利率 . 代入 上 式 可 得 


EY (so exp (ovTZ 一 >027) 一 Kexp(-rZ)) | . (2.11) 


我 们 将 在 第 5 章 中 严格 推导 出 这 个 定价 公式 ， 在 那里 也 可 证 明 等 式 (2.11) 可 
等 于 下 式 
log 如 十 (十 2 四 对 各 十 (7 一 2 
So ( Ke 中 ovF 1 
其 中 下 是 标准 正 态 分 布 函 数 ， 


$(z) = QIZ < z] = 人 de 


站 融 


1. 注意 到 像 第 1 章 中 单 时 段 三 值 模型 一 样 ， 两 时 段 二 项 式 树 模型 在 时 刻 2 允许 股 
紧 取 3 个 不 同 的 值 ， 然 而， 证明 每 个 权益 都 能 由 自 融 资 的 投资 组 合 精确 复制 ， 即 市 场 
是 完全 的 . 

更 一 般 地 ， 证 明 阁 市 场 遵循 K 时 段 的 二 项 式 树 模 型 ， 那 么 它 也 是 完全 的 . 

2， 证 明 由 二 义 树 模型 上 道 向 归纳 所 得 的 权益 的 价格 就 是 2.1 节 中 引入 的 关于 路 径 
概率 的 权益 的 贴现 期 望 值 . : 

3.， 考虑 两 个 日 期 天 ,了 月 Tb < 聊 . 一 张 远 期 启动 期 权 (forward start option) 
是 这 样 一 份 合约 ; 即 在 没有 额外 费用 的 情形 下 ， 持 有 人 在 To 时 刻 拥 有 一 份 到 期 日 
为 Ti 且 硕 定价 为 Sr (在 To 时 刻 的 资产 价格 ) 的 期 权 ， 假 定 股票 的 价格 遵循 一 个 两 时 
段 的 两 叉 模 型 ， 其 中 在 To 时 刻 资产 的 价格 为 Sou 或 Sodg， 在 页 时 刻 为 Sou?，Sowud 
和 Sod” 中 的 一 个 ， 日 


d < min{e”’?®, er 一 如 < max{fe 一 0 ， e (T1710)} < 了， 


其 中 7 为 无 风险 利率 ， 求 这 样 一 份 期 权 在 零 时 刻 的 公平 价格 . 


4 数字 期 权 (digital option) 是 收益 不 连续 依赖 于 资产 价格 的 期 权 ， 一 个 最 简单 
的 例 于 吏 是 现金 或 无 值 期 权 (cash-or-nothing option)， 对 于 持 有 者 来 说 在 到 期 日 工 时 
刻 的 收益 为 X11s >k}， 其 中 X 是 某 些 预先 规定 的 现金 和 . 
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假定 资产 价格 遵循 二 项 式 树 模 型 ， 其 中 在 每 一 个 时 段 上 ， 资 产 价 格 从 它 当 前 值 Sn 
变 为 Snu 或 5%d， 通 常情 况 下 ， 若 AT 表示 每 个 时 间 步 长 ， 且 4 < er ”< 从 


求 上 上 述 期 权 在 零 时 刻 的 价格 ， 也 可 以 和 的 形式 写 出 结果 . 


5. 令 C 为 一 份 到 期 日 为 芽 ， 项 定价 为 K 且 不 支付 红利 的 美式 看 涨 期 权 在 t 时 
列 的 价值 ， 者 无 风险 利率 为 + > 0， 证 明 


CO: > St:— Ke (TD) >sS—K, 


并 推导 在 到 期 日 工 之 前 实施 该 期 权 都 是 不 明智 的 . 


6. 令 Ct 如 习题 5 中 万 述 ， 且 记 囊 为 同一 个 股票 月 具有 相同 到 期 日 和 敲定 价格 
的 美式 看 跌 期 权 的 价值 ， 通 过 比较 两 个 适当 投资 组 合 的 价值 ， 证 明 


Ctt+K2>Pt+ Ss. 
利用 欧式 期 权 的 看 跌 一 看 涨 平价 公式 和 习题 5 的 结论 ， 证 明 
P>Ot+ Ke (tS,. 
合并 这 些 结论 可 得 ， 痢 7>0 朋 t+<T， 则 
Si:—K<C—P<S— Ke "Tt 


并 推导 指 利率 为 零 ， 那 么 看 跌 期 权 提 前 实施 之 无益 处. z 

7.， 者 在 红利 D 被 文 付 之 前 股票 的 价格 恰好 为 S， 问 支付 之 后 的 那 一 刻 它 的 值 是 
多 少 ? 假设 股票 在 离散 的 时 刻 而, 五 ,…… ,了 上 支付 红利 ， 证 明美 式 看 涨 期 权 在 到 期 日 
之 前 实施 可 能 是 明智 的 . 

8， 假定 图 2-3 中 的 股票 在 时 刻 2 支付 它 的 值 的 5% 作 为 红利 ， 与 前 面 一 样 利 率 为 
零 ， 且 在 时 刻 2 和 时 刻 3 之 间 股 票 的 价格 上 升 或 下 降 20. 求 到 期 日 为 时 刻 3 且 敲 定 
价格 为 100 的 美式 看 涨 期 权 在 零 时 刻 的 价格 .提前 实施 永远 是 明智 的 吗 ? 

9. 考虑 例 2.2.3 中 的 美式 看 跌 期 权 ， 现 在 假定 利率 为 在 i6t 时 刻 价值 1 美元 的 现 
金 债 券 在 (i 十 1)5t 时 刻 的 价值 为 1.1 美元 . 求 该 期 权 的 价值 ， 问 它 将 在 什么 时 候 实施 ? 

10， 假 妈 资 产 价 格 遵循 二 项 式 树 模型 ， 为 了 简便 ， 假 定 无 风险 利率 为 零 旦 AT 
为 1 在 概率 P 下 ， 假 定 在 每 一 个 时 段 上 股票 的 价格 上 升 的 概率 为 p， 下 降 的 概率 
为 1 一 yp. 

条 件 期 望 

NM 全 下 [Sw| 万 ]， lgngwN, 


古 一 个 随机 过 程 . 验证 它 是 一 个 P - 蒜 ， 并 求 随机 变量 2M 的 分 布 . 
11. (a) 列 牟 一 个 不 是 蒜 的 马尔 可 夫 过 程 . 
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(b) 列举 一 个 不 是 马尔 可 夫 过 程 的 蒜 . 

12. 证 明 一 个 可 料 的 蒜 是 常数 . 

13. 令 {Sn}nzo 是 测度 PP 下 的 简单 随机 游 动 ， 计算 下 [S-] 和 var[S"]. 

14. 令 {Sn}n>o 是 测度 正 下 的 一 个 简单 对 称 的 随机 游 动 ， 即 在 例 2.3.7 的 记号 
中 p= 1/2. 证 明 {S2}。>o 是 个 P- 下载 日 1S2 - mjn>o 是 个 P- 蒜 . 

15. 与 习题 14 中 一 样 ， 令 {Sn}n>o 是 测度 P 下 的 一 个 简单 对 称 的 随机 游 动 日 
记 Xn 二 Sn 十 1. (注意 {Xn}nzo 是 在 零 时 刻 从 1 开始 的 简单 随机 游 动 .) 

令 工 = inf{n :Xn = 0}. 证 明了 是 一 个 停 时 且 若 ,= XT 和 rn， 那么 {Jzo 是 
个 非 负 蒜 . 因此 ， 由 定理 2.4.5， 当 n 一 co 时 它 收敛 到 极限 Yo 

证 明 对 于 所 有 的 n， 有 E[Y5] = 1， 但 于 。 = 0. 为 什么 这 与 可 选 停止 定理 的 结论 
不 祖 克 慎 ? 

16， 回 顾 往 生 不 等 式 : 若 9 是 个 凸 函数 且 多 是 个 实 值 随机 变量 ， 那 么 


Elg(X)] > g(ELX]). 


把 它 与 不 支付 红利 的 美式 看 涨 期 权 的 贴现 价格 的 特性 ( 例 2.4.7) 结合 在 一 起 作为 包 
含 {fe (Sn 一天)+}>o 的 最 小 Q - 上 蒜 ， 证 明 不 支付 红利 的 美式 看 涨 期 权 的 价格 与 
具有 相间 到 期 日 和 殴 定 价格 的 欧式 看 涨 期 权 的 价格 是 相同 的 . 


简单 随 
的 性 质 


lly 


9| 


离散 模型 仅仅 是 对 般 票 市 场 的 实际 运行 方式 的 一 个 粗略 的 模拟 ， 一 个 好 
的 模型 将 能 给 出 股票 在 任意 时 刻 的 价格 . 早 在 1900 年 巴 舍 利 耶 就 在 他 的 论文 
“La théorie de la spkculation” 中 提出 布朗 运动 作为 股票 价格 变动 的 模型 ， 即 
使 今天 布 表 运动 仍 是 构造 连续 时 间 下 市 场 模型 的 基础 ， 在 进一步 研究 金融 理论 
之 前 ， 首 先 来 定义 和 构造 布衣 运动 . z 

首先 我 们 继续 采用 2.6 节 中 的 方法 ， 即 将 布朗 运动 看 作 “ 无 穷 小 的 ”随机 
洲 动 ， 也 就 是 在 这 种 无 穷 小 的 随机 游 动 中 ， 对 越 来 越 小 的 时 间 间 隐 采 取 越 来 越 
小 的 步 长 ， 这 将 会 自然 而 然 地 引出 过 程 的 定义 .在 3.2 节 将 给 出 莱 维 定义 的 布 
骨 运 动 随机 过 程 的 形式 构造 ， 但 这 部 分 可 以 放心 地 略 去 . 接 下 来 ， 在 3.3 节 将 
给 出 后 面 几 间 所 需要 的 过 程 的 一 些 事 实 . 这 部 分 材料 也 可 以 跳 过 ， 当 用 到 时 再 
回头 查看 . 

正 是 由 于 离散 参数 著 在 随机 游 动 的 研究 中 起 着 关键 的 作用 ， 因 此 将 采用 连 
续 时 间 款 理论 来 简化 对 布朗 运动 的 计算 . 在 3.4 节 中 把 离散 参数 鞠 的 定义 与 基 
本 结果 推广 到 连续 时 间 情 形 . 


3.1 随机 过 程 的 定义 


“无 穷 小 的 随机 游 动 ”是 研究 布 明 运动 最 简单 的 方法 ， 并 且 这 也 是 在 应 用 
中 经 常 应 用 的 方法 ， 所 以 为 了 导出 这 个 过 程 的 正式 定义 ， 首 先 来 研究 简单 的 随 
机 游 动 . 

例 2.3.7 表明 ， 如 果 or = 2 和， € {一 1, 十 1}， 并 且 & 在 测度 PP 下 独 


i 二 1] . 
立 同 分 布 ? 那么 随机 过 程 {On nzo0 在 测度 P 下 是 一 个 简单 的 随机 游 动 . 注意 
对 称 情形 ， | 
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这 个 过 程 通常 看 作 一 个 重复 的 公平 游戏 中 的 获得 的 模型 例如; 假定 和 一 个 朋 
友 玩 游戏 ， 在 每 一 次 游戏 中 都 是 抛 出 一 枚 均匀 的 便 币 ， 如 果 硬 币 正 面 辐 上 付 
他 1 美元 ， 盏 则 他 付 1 美元 . 对 于 每 一 个 n，5;, 表示 在 第 次 游戏 结束 后 得 
到 的 判 收益. 

局 顾 第 2 章 的 习题 13 可 知 ，E[S%] = 0，var(Sn,) = 7n. 

引 理 3.1.1 {Sn}nzo 是 一 个 P- 蒜 (根据 自然 o - 域 流 )， 并 且 


cov(Sn, Sm) = nA 人 人 m. 


证 ”在 例 2.3.7 中 已 证 明 {Sn%}nzo 是 一 个 了 PP- 部 . 下 面 计算 协 方差 
= E[E[S, Sm | Fmnn| ( 塔 性 质 ) 
一 E[Syan El[Smv | Fman|j] 
一 Var(Sman) 
= mA 人 nn. Ui 
作为 随机 变量 {&i}i>1 独立 性 的 一 个 结果 ， 如 果 0<i 和 7 和 有 入 1， 那 
公 SO; — 9, -了 更 一 般 地 ， 如 果 0 所 SUS 


那么 {5;, 一 S;, ,:1<r<n} 是 相互 独立 的 而 且 ， 比 如 说 ， 如 果 7 一 i = 
/一 天 一 和 mm， 那么 9) 一 a k 一 者 都 具有 与 5S, 相同 的 分 布 . 


| 


cov(9- Sm ) 


记号 : ”对 于 两 个 随机 变量 着 和 YY， 记 
XEY 


表示 X 和 了 有 相同 的 分 布 . 
忆 入 ~NGa) 表示 随机 变量 XX 服从 均 信 为 jy 和 方差 为 o? 的 正 态 分 布 . 


结合 上 述 结论 有 
引 理 3.1.2 ”在 测度 下 下 ， 过 程 {S。j}nu>o 具有 平稳 独立 增 量 . 
引 理 3.1.1 与 引 理 3.1.2 足以 刻画 对 称 的 简单 随机 游 动 . 


回顾 前 面 我 们 曾经 把 布朗 运动 考虑 为 无 限 小 的 随机 游 动 . 根据 上 面 的 赌博 随机 游 
游戏 ， 两 次 游戏 的 时 间 间 隔 为 嘴 ， 赌 注 为 kz， 我 们 认为 它们 都 “ 趋 于 0” ， 为 动 的 量 


了 获得 非 平凡 的 极限 ，6t 与 bz 之 间 必 存在 一 定 的 关系 ， 为 了 考察 这 个 关 
系 是 什么 ， 应 用 中 心 极 限定 理 ( 见 2.6 节 )， 在 这 种 情况 下 , jy = El&] = 0 
且 o = var(&i) =1. 因此 ， 取 上 红 =1/mn，b7 = 1/Vn， 


” 1 2 
Pl——= <zx -|/ eyY/2dy， 当 . 
攻 _w% V27 yn 


化 
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更 一 般 地 ， 
DO [nd | 加 ] 2 /12t sw 
P| -sx /si dy， ” 当 n 一 00， 

其 中 ，[m 表示 nt 的 整数 部 分 (习题 1)}， 对 这 个 极限 过 程 ， 在 t 时 刻 ， 从 零 
时 刻 以 来 的 净 收 益 将 服从 均值 为 0 和 方差 为 t 的 正 态 分 布 . 

正如 与 离散 时 间 随 机 过 程 的 定义 一 样 ， 正 式 地 定义 一 个 连续 时 间 随 机 过 
程 {Xjt>o， 需 要 一 个 概率 空间 (Q, 天,P)， 使 得 XX 对 所 有 的 t 都 是 六 可 测 
的 . 然而， 和 离散 情形 一 样 ， 我 们 几乎 不 能 显 式 地 给 出 0. 

随机 游 动 的 极限 这 一 段 表 明 ， 下 述 对 布朗 运动 的 定义 是 合理 的 . 

定义 3.1.3( 布 妇 运 动 ) 一 个 实 值 随 机 过 程 {Wijizo 是 一 个 了 -布朗 运 
动 (或 一 个 正 - 维 纳 过 程 )， 如 果 对 某 个 实 常 数 og， 在 测度 巴 下 满足 

1， 对 每 个 s 交 0 和 > 0， 随 机 变量 Wis 一 WW 服从 均值 为 0， 方 差 
为 g 杂 的 正 态 分 布 ， 

2， 对 每 个 n 之 1 和 任意 时 刻 0 委 如 忒 二 入 所 如 ， 随 机 变量 {Wi 一 
Wi _,} 是 相互 独立 的 ， 

3. Wo = 0， 

4. 当 t 之 0 时 ，Wi 是 连续 的 . 

注释 像 离散 情形 下 一 样 ， 条 件 1 和 条 件 2 确保 布朗 运动 具有 平稳 独立 增 


条 件 3 是 约定 的 ， 从 > 开始 的 布朗 运动 可 表示 为 {2 十 Wi}eyo. 

在 某 种 意义 下 ， 条 件 4 是 前 3 个 条 件 的 一 个 结论 ， 但 是 我 们 应 当 相信 布 
朗 运动 所 遵循 的 所 有 路 径 上 的 随机 过 程 都 是 连续 的 D 

参数 o? 是 已 知 的 方差 .通过 正春 分 布 的 尺度 变换 立刻 看 到 ，{Wij,}swo 
是 具有 一 个 方差 参数 的 布朗 运动 


定义 3.1.4 方差 ga2 = 1 的 过 程 称 为 标准 布朗 运动 . 


假设 : 除非 事先 说 明 ， 我 们 始终 假定 o? = 1. 


结合 定义 3.1.3 中 的 条 件 1 和 条 件 2 可 知 ， 标 准 布 朗 运 动 的 转移 概 
率 (transition probability) 如 下 : 


下 | < Tn | Wi 一 Ti,0 2 nC 一 1| =.P|W:, 一 全 + ， < Tn 一 Tn_1| 


人 ee. ( 1 ) 
一 = 一 Ui, 
_w Von i) OO\ 2 ti) 
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记号 : 用 p(t, zx,y) 表示 转移 密度 (transition density)， 


p(t, X,Y) = 一 一 


3) 


当 Ws = z 时 ， 这 就 是 随机 变量 Wi 。 的 概率 密度 函数 . 
对 于 0=t0 < <<… < tn， 记 zo = 0,We,… ,Wi, 的 联合 概率 密 
度 函 数 可 以 表示 为 


f (xz1,: : ,Tn) = [lr t;— 1, Tj—1, Tj). 


对 每 一 个 n > 1 和 所 有 的 石 ,… ,tn，W,… ,Wi,, 的 联合 分 布 被 称 为 随机 过 
程 的 有 限 维 分 布 (finite dimensional distribution). 

立即 可 得 下 面 与 引 理 3.1.1 类 似 的 情况 . 

引 理 3.1.5 对 任意 的 s,t > 0， 有 

] . E[W.s 一 Ws|{Wr}ogrgs| 一 0， 

2，cov( 了 Vi) 一 s 入 志 

事实 上 ， 由 于 多 变量 正 态 分 布 的 随机 变量 由 它 的 均值 与 协 方差 决定 ， 且 正 

态 分 布 的 随机 变量 当 且 仅 当 它们 的 协 方差 为 0 时 是 相互 独立 的 ， 结 合 路 径 的 连 
续 性 网 可 以 刻画 标准 布朗 运动 . 
”， 正 契 由 于 布 明 运动 的 样本 路 径 是 连续 的 ， 但 并 不 意味 着 在 任何 其 他 情形 布朗 运 
下 都 是 较 好 的 ， 事 实 上 ， 布 朗 运 动 的 行为 显然 是 不 规则 的 ， 下 面 是 它 的 一 些 奇 动 的 特 
怪 的 行为 特性 . 性 
尽管 {Vjs>zo 处 处 连续 ， 但 它 是 (以 概率 1) 处 处 不 可 微 的 . 

2， 不 管 实数 正 的 有 多 大 ， 负 的 有 多 小 ， 布 朗 运 动 最 终 都 会 到 达到 任何 
一 个 实数 . 不 管 在 轴 上 方 有 多 远 ， 它 都 会 在 后 来 某 一 时 刻 (以 概率 1) 重 
新 加 到 委 . 

3， 一旦 布 明 运动 达到 一 个 值 ， 它 将 立即 无 限 次 达到 该 值 (并 且 在 任意 
多 次 后 返回 ). 

4. 个 管 你 用 什么 尺度 来 观察 布朗 运动 ， 它 看 上 去 都 是 一 样 的 .布朗 
运动 都 是 一 个 分 形 . 

习题 9 表明 随机 过 程 在 t 二 0 时 刻 不 可 微 ， 下 面 将 讨论 一 些 与 3.3 节 和 习 

题 8 中 的 到 达 概 率 相 关 的 一 些 性 质 . 在 最 后 一 个 注释 中 ， 间 接 提 到 的 尺度 将 在 
命题 3.3.7 中 给 出 正式 的 证 明 ， 这 实际 上 是 构造 过 程 的 一 个 结论 。 图 3-1 解释 
了 布 明 运动 路 径 特 定 实现 的 一 个 结果 . 


一 个 多 
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1.3 
1.2 
1.1 


OO 
un 
| 


om 0.9 
0 02 04 06 0.8 1 0.46 0.48 05 0.52 0.54 
1.2 
1.13 
1.15 1.12 
1 ] 1.11 
1.1 
1.05 
1.09 
] 
0.51 0.512 0.514 0.516 0518 0.5116 0.512 0.5124 


图 3-1: 放大 的 布 明 运动 


这 种 奇异 的 过 程 确实 存在 但 不 常见 ， 我 们 将 在 下 一 节 讨 论 . 
3.2 布 明 运动 的 莱 维 构造 


上 面 已 暗示 布 明 运动 是 随机 游 动 的 一 个 极限 . 然而 ， 在 这 一 节 将 介绍 由 莱 
维 给 出 的 构造 ， 而 不 讨论 随机 游 动 构造 的 技术 细节 ， 吏 愿意 相信 过 程 的 存在 性 
的 读者 可 能 会 忽略 这 些 技术 的 细节 . 


想法 是 只 通过 直接 的 多 项 式 揪 值 就 能 构造 布朗 运动 的 一 条 路 径 ， 我 们 仅 


项 式 通 仅 需 要 一 个 计算 . 


近 


引 理 3.2.1 假定 {Tjtzo 十 标准 布朗 运动 ， 在 条 件 Wi = x1 下 ， Wi /2 
的 概率 密度 函数 为 


A 2 1 (Z 一 71)? 
pti/2(X) = V 让 人 ? [- 5 (和 和) 


换血 话说 ， 服 从 这 种 条 件 分 布 的 变量 是 一 个 均值 为 z1/2 和 方差 为 三 /4 的 
正 态 分 布 的 随机 变量 . 证明 见 习题 11. 

构造 ”不 失 一 般 性 ， 取 上 € [0,1]， 莱 维 构造 (以 归纳 方式 ) 建立 一 个 
对 布 明 运动 的 多 项 式 的 逼近 ， 布 衣 运 动 包 含 一 个 可 数 的 独立 随机 变量 的 集 
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合 ， 其 中 的 随机 变量 服从 均值 为 0 和 方差 为 1 的 正 态 分 布 . 我 们 用 二 进 制 数 
表示 的 [0,1] 中 的 点 表示 它们 ， 一 个 一 般 变 量 表示 为 E(k2-")， 这 里 n EN 
和 kk € {0,1,... ,2"}. 
归纳 从 
X1(t) = (1). 
开始 ， 因 此 Xi1 是 [0，1 上 的 线性 函数 . 


第 n 步 过 程 Xn 在 每 一 个 区 间 [(k 一 1)2-",k2-"] 上 是 线性 的 ， 关 于 二 是 
连续 的 且 满足 Xn(0) = 0. 因此 ，X 由 值 {Xn(k2-"),k = 1,… ,2"] 决定 


归纳 步骤 取 


Xnti (2k2 +) ) = Xe( 220 ) = Xn (R27"). 


下 面 确 定 Xn+1((2k 一 1)2 (+))) 的 合适 的 但. 由 条 件 Xn+i (2k2—("*+D)) 一 
Xnt1(2(k 一 1)2-m+D))， 引 理 3.2.1 知 


Xnti( (2 一 1D)2-04D) — Xnti (2(k — 1)2-("+D) 
应 该 服从 均值 为 
Scene 四 -xu-ozeo) 


方差 为 2-(m+2?) 的 正 态 分 布 . 
现在 ， 如 果 针 ~ N(0,1)， 那 么 aX 十 b ~ N(b,q?)， 因 此 取 


XX 1 ((2k - 1D2-O+D ) 一 Xi (24 - 1)2-("1D) 
一 2 /2 ((2k 1)2- "+ ) 
+ (an ( 2852- ) 一 和 1 (24 — 1)2- "+ ) ). 
换 句 话说 
Xnt1 ((2k — 1)2— "+ ) 
= 3 Xn((k — 1)27")+ > Xn (X27") 十 2 (21D¢ ((2k 一 1)2- "+ ) 
= Xn((2k—1)2 m+D) + 2 "/2+De ((2k — 1D)2 m+)), (3.1) 


最 后 一 个 等 式 在 [(k 一 1)2 ",k2-"| 上 满足 X 的 线性 . 
图 3-2 就 说 明了 这 种 构造 . 
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图 3-2: 布朗 运动 的 多 项 式 通 近 的 莱 维 序列 


布朗 运动 是 当 n 一 oo 时 所 构造 的 过 程 . 为 了 验证 其 存在 性 还 需 一 些 技术 
上 的 引 理 . 证 明 是 根据 Knight (1981) 改写 的 . 


引 理 3.2.2 
P| 当 0 <t<1， lim Xn(t) 存 在 且 关 于 +t 一 致 收敛 =1. 


证 注意 到 maxe |Xn+41(t) 一 Xn(t)| 将 在 顶点 处 达到 ， 即 对 t+ € {(2k 一 
布朗 运 1)2-tn+3 ;二 1,2,… ,27} 并 应 用 (3.1) 
动 的 收 


仇 必 P| mgx | Xai(t) — Xue(GO| > 27"/| 


二 _ 一 (7 十 1) /4 十 1 
P| Da, €((2k— 1)2 ) 之 2 


人 


现在 用 习题 7 的 结果 (t=1), 对 x>0 


PIE(1) > zl 和 — ee”/2 
TL 


27 
并 与 事实 
exp ( 20721) ) < 29-2n+2 
结合 ， Lf! 之 4 时 可 人 得， 
2" 27m 
n 4+1 2 十 1 一 2 十 2 一 
2" 正 |) > 2 | < 7 -元 ep(- 9/2)) < 2 2n42 < 2 


现在 考虑 当 上 > n 之 4 时 


max 的 一 (GD > 2 = 1—P [mgx |Xi(D) ~ Xn < 2 下 
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日 


P| max | Xx(t) 一 Xn (| < 2 下 | 


开 一 工 
> P| Dmgx|X+1() — X(t)| < 2 "ts 


j= 
> Plmgx|Xini(t) — Xb)| < 277/4,j =n,.. ,ko— 1 


天 一 
1 一 》 2 7 


i=n 


> 1—27-"+ti 


VY 


最 后 对 所 有 的 忆 之 n， 有 


P| max X(t) — Xn(O| > 27"/4+3| < 2 


左边 的 事件 是 递增 的 (由 于 最 大 值 只 能 通过 补充 一 个 新 的 顶点 才能 增加 )， 因 
此 ， 


P| max |Xi(t) — Xn(t)| > 2-"/4t3， 对 某 些 > n| < 2-"+! 
特别 地 ， 对 于 E > 0， 
lim P| 对 某 些 k > nt < 1, |Xi(t) — Xn(t)| > | = 0, 


定理 得 证 . 口 

为 了 完成 布朗 运动 的 存在 性 证 明 ， 必 须 首 先 验证 如 下 结论 . 

引 理 3.2.3 ”如果 极 限 limn_,oo XXn(t) 一 致 存 在 ， 记 (ft) = lim oo 成 (人 ; 
否则 记 为 0. 那么 古旧 满足 定义 3.1.3 中 的 条 件 (t € [0,1]). 

证 通过 构造 可 知 ， 对 于 了 = {fk2-” :大 = 0,1,-… ,27} 上 的 近似 
值 立 %(t)， 定 义 3.1.3 中 的 性 质 1 ~ 3 成 立 ， 因 为 对 于 有 > n， 我 们 不 能 改 
变 Xk 在 Th, 中 的 值 ， 对 Us 7 上 的 也 同样 成 立 . 由 连续 函数 的 一 致 极 
限 是 连续 的 ， 因 此 ， 条 件 4 也 成 立 ， 并 且 现 在 从 稠密 集 U% ] 工 , 内 任 取 近似 
值 0< 志 to 二 …- 二 1 ， 事实 上 ,没有 te [10,1| 的 这 个 限制 条 件 ， 上 
述 4 个 性 质 仍 然 都 能 成 并. 口 


停 时 
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3.3 ”反射 原理 与 尺度 变换 


在 证 明了 布衣 运动 的 存在 性 后 ， 现 在 转向 一 些 运 算 ， 这 些 运 算 只 是 下 面 几 
个 草 节 中 所 需要 的 一 点 小 的 技巧 . 下 面 将 会 在 许多 的 章节 提 到 布朗 运动 ， 在 那 
里 读者 可 效 得 更 广泛 的 技能 . 

根据 布 表 运动 的 构造 ， 可 知 它 无 记忆 . 也 就 是 说 ， 如 果 {Wi}iszo 是 布朗 
运动 ， 并 且 S 之 0 是 任意 固定 的 时 刻 ， 那么 {Wi s W,}>o 也 是 一 个 布 天 
运动 ， 并 与 {Wjoxrss 无 关 .， 对 某 些 随机 时 间 下， 也 有 同样 地 结论 成 立 ， 过 
程 【7+H 一 Wrjz0 也 是 一 个 标准 的 布朗 运动 ， 并 与 {W, :0 < s < 7T} 无 
大， 在 离散 参数 蒜 的 内 容 中 已 经 遇 到 了 这 样 的 随机 时 间 . 

定义 3.3.1 对 于 随机 过 程 {Wi]t>0， 一 个 停 时 人工 对 每 一 个 时 刻 t 是 一 个 
随机 时 间 ， 事 件 {Tt} 仅仅 依赖 于 t 时 刻 及 tt 时 刻 以 前 的 历史 . 

换 句 话说 ， 通 过 观察 直 全 上 时 刻 的 布衣 运动 ， 能 确定 T < t 是 否 成 立 . 

仅 在 到 达 时 间 (hitting time) 的 情况 下 过 到 停 时 .对 固定 的 a ， 水 平 a 的 
到 达 时 间 定 义 为 

To = inf{t 寡 0: Wi = al}. 
如 果 也 了 永远 达 不 到 ， 可 取 To 一 OO ， 不 难 友 现 是 一 个 停 时 ， 通过 路 径 的 连 
续 性 ， 
{Ta t= {Ws =a， 对 某 个 s， 0 < s < 二}, 

停 时 Ta 仅 依 赖 于 {Ws, 0 < s < }. 注意 到 ， 再 次 用 连续 性 ， 如 果 TT < oo ， 
那么 Wz, = a. 

正如 随机 游 动 一 样 ， 不 是 停 时 的 随机 时 间 的 一 个 例子 是 随机 过 程 到 达 某 个 
水 平 的 最 后 时 间 . 

坚 无 疑问 ， 常 从 布朗 运动 中 固有 的 对 称 性 得 到 更 多 的 东西 .作为 练习 ， 
先 计算 Tu 的 分 布 . 

引 理 3.3.2 设 {Wiji>0 有 是 一 个 从 Wo = 二 0 出 发 的 有 - 布朗 运动 ， 且 令 a> 0: 
那么 

PIT, < t= 2PIW, > al. 


证 ”如果 Wi > a， 那 么 根据 布朗 运动 路 径 的 连续 性 可 知 ，T,， < 二 而 
且 ， 由 于 Ta 是 一 个 停 时 ，{ Wipz, 一 W7, } ,0 契 一 个 布 姑 和 运动， 因此， 通过 
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对 称 性 ，P[Wi 一 Wr, > 0T < 相 = 1/2 ， 因 此 ， 


PIWi >al = PlT, <t,W: ~ Wr, >0 
= PlT, < #]PIW: — Wor, > 0|T, < 
= >P[T, < 口 
这 个 思想 更 精确 的 表述 如 下 . 
引 理 3.3.3 (反射 原理 ) ” 设 {Wijizo 是 一 个 标准 的 布朗 运动 ， 并 且 人 是 
一 个 停 时 . 定义 
W, — Wi, t < 1, 
2Wr 一 Wi, t>1. 


那么 {Wi}izo 也 是 一 个 标准 的 布朗 运动 . 

注意 到 ， 如 果 了 = 五 ， 那 么 运算 Wi 一 Wh 相当 于 将 路 径 在 a 上 的 首 达 
时 间 后 的 路 答 的 这 一 部 分 反射 在 直线 z = a 上 ( 见 图 3-3)， 这 里 不 证 明 反 射 原 
理 的 一 般 形式 ， 相 反 ， 我 们 直接 应 用 它 . 下 述 结论 是 第 6 章 中 定价 某 种 障碍 期 
权 (barrior option) 的 关键 所 在 . 


图 3-3: 工 = TT 时 的 反射 原理 


5| 理 3.3.4 (布朗 运动 与 它 的 最 大 值 的 联合 分 布 ) 令 M, = maxo<s<t W, 
不 布朗 运动 在 时 间 区 间 [0, 直 上 所 达到 的 最 大 水 平 . 那么 对 于 a > 0.a >z 和 
所 有 的 +>0， 有 


2a 一代 
PM > 0 Wi < a =1-&( 本 ) 


这 里 


二 


1 
P(r) = / v oY 


到 达 斜 
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是 标准 正 态 分 布 函 数 . 

证 注意 到 Mi > 0， 且 关于 上 非 减 ， 并 且 如 果 对 于 a > 0， 定义 为 
水 平 a 的 首 达 时 间 ， 那 么 {Mi > a} = { 人 有 和 芯 甘 . 在 反射 原理 中 取 人 王爷， 
对 a 之 0,a 之 XTX 和 +t 之 0， 


P|M: 之 化， Wi < z| PIT, < t, Wi < Z| 


一 PT, < t,2a—z & Wil 


一 Pl2a — 人 二 Wi 
2a 一 人 
1) 
在 第 3 个 等 式 中 已 用 到 了 这 个 事实 ， 如 果 Wi > 2a 一 x*， 那 么 { 玉 ,}。zo 必定 在 
时 刻 之 前 到 达 水 平 4， 因 此 {fW。}s>o 也 必定 如 此 . 口 


在 第 6 章 中 ， 为 了 定价 永久 美式 看 跌 期 权 ， 将 应 用 到 下 述 的 结论 . 
命题 3.3.5 令 工 s=inf{ft 宛 0:Wi= a 十 尼 }， 这 里 如 果 没 有 这 样 的 时 
间 存 在 ，To,s 取 无 穷 ， 那么 , 对 09>0,a>0, 和 b>0， 有 


Elexp (~— 90726)] =exp (~a(b+ VE+20)). 


证 当 有 陵 方法 时 ， 下 到 命题 3.4.9 才 证 明 b = 0 的 特殊 情形 ， 这 里 ， 
首先 假设 这 个 结果 成 立 ， 再 来 推导 一 般 的 结果 . 
固定 0>0， 并 且 a>0.b>0， 今 


vw(a,b) = Ele eT | 
现在 任 取 a 的 两 个 值 a; 和 a。， 注 意 到 ( 见 图 3-4); 
Tostazb 一 了 十 (Top 一 下 = Tas + Ds, 
其 中 Ta 5 与 Ts 独立 且 与 Ts 同 分 布 ， 换 言 之 ， 
plal tt a2,b) = plai, bY (02, b), 


这 意味 着 对 某 些 函数 (5b)， 
pla,b) =e "me. 
由 于 5 之 0， 随机 过 程 必须 在 到 达 直 线 a 十 bt 之 前 达到 水 平 a. 下面 利用 这 


一 氮 把 To,s 分 成 两 部 分 , 见 图 3-5. 记 fr, 为 随机 变量 T 的 概率 密度 函数 且 
以 Ta 为 条 件 ， 可 得 ， 
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从 X=ata,tbt 
7 
A 
X= atbt 


L, b ata,b 


图 3-44: 在 命题 3.3.5 时 记号 中 {al+az,b 一 也 + Tb; 其 中 T,, 与 Ta,,b 同 分 布 


yo = 人 fel 
= 上 fr, (te je | dt 
0 


oo 
/ fr (tJe™ te™ Kb)bt dr 
0 


刺 [era | 


exp ( ~ aVIT FROD)) 


T, = | dt 


My 
Ee | 一 一 


图 3-5: 在 命题 3.3.5 的 记号 中 ， ab 一 了 oa 十 起 Tb 其 中 Tor 5 与 5 5 同 分 布 


布朗 运 
动 的 变 
换 与 尺 
度 变换 
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现在 已 得 到 w(a,5) 的 两 个 表达 式 ， 使 它们 相等 得 
k2(b) = 20 + 2k(b)b. 
由 于 对 9 > 0 ， 必 有 (a,8) < 1， 因 此 选取 
k(b) = b+ Vb? + 20, 


命 左 得 证 . 口 

定义 3.3.6 对 实 常数 jy， 随 机 过 程 WA = Wi 十 wt 称 为 漂移 率 为 4 的 布 
朗 运 动 . 

在 上 和 面 的 记号 中 ，T,。 表示 漂移 率 为 一 b 的 布朗 运动 到 达 水 平 a 的 首 达 时 
间 . 

综 上 可 得 如 下 结论 . : 

命题 3.3.7 如 果 {Wijizo 是 标准 的 布朗 运动 ， 那 么 下 面 3 个 都 是 标准 的 
布朗 运动 ， 


1. 对 任意 实数 c，{cWiyez}tz0; 

2.，{tWiyzjzz0， 其 中 当 t=0 时 ,，tWis = 0， 

3.， 对 任意 固定 的 s > 0, {Ws 一 Wt}octxs. 

证 1~3 的 证 明 类 似 . 例如 在 2 的 情况 下 ， 很 明显 tWiyt 具有 连续 的 样本 
路 径 (至 少 对 上 > 0)， 且 对 任意 右 ,t2,… ,tn, 随机 变量 {tI Wij ,… ,tnWiyt,》 
具有 多 变量 正 态 分 布 . 必须 验证 协 方差 含有 正确 的 形式 ， 而 

E[sWi /stWi | 一 stE [Wi /s Wi yt 一 st (= 人 ) 一 5 人 上 


证 明 完 成 . 口 
3.4 ”连续 时 则 识 


正如 在 离散 时 间 情 形 一 样 ， 凌 理论 在 连续 时 间 模 型 中 起 着 关键 的 作用 . 
回顾 离散 时 间 的 情形 ， 对 每 一 个 了， E[|X,|| < Ce， 序列 六 0, 六 1，,-…- ,人 nn 
二 关于 o - 域 流 {五 ,jwzo 和 概率 测度 下 的 鞭 ， 如 果 


E|X.|F,. 1| 一 及 1， Vr 之 1]. 
同样 可 以 在 连续 时 间 情 形 下 给 出 一 个 类 似 的 定义 ， 


定义 3.4.1 设 三 为 ao- 域 ， 称 { 万 }ji>o 是 一 个 o - 域 流 ， 如 果 : 
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1. 对 所 有 的 t, 厂 是 一 个 三 的 子 o- 域 ， 且 

2. 对 于 s < tt， ,CF. 

正如 离散 情形 下 一 样 ， 首 先 讨论 一 个 与 随机 过 程 {Xjso 相关 的 自然 o - 
域 流 {fF7 }t>0， 与 前 面 一 样 ，FX 编译 了 区 间 [0,t] 上 由 随机 过 程 X 所 生成 的 
信息 . 基于 对 {XX}jogsxzt 轨 线 的 观察 ， 如 果 它 能 够 决定 事件 4 是 否 发 生 ， 那 
么 4 E 下 入. 


记号 : 如 来 随机 变量 2 的 取 值 能 完全 由 给 定 的 随机 过 程 {X。}o<。<t 的 轨 线 
决定 ， 那 么 记 


Z EFr. 


关于 相同 的 o - 域 流 ， 存 在 一 个 以 上 的 可 测 的 随机 过 程 . 
定义 3.4.2 ”如 果 {i} 是 一 个 随机 过 程 ， 使 得 对 所 有 的 上 > 0, Yi € FX ， 
那么 称 {Yijtzo 关于 o - 域 流 {FX]i>o 是 适应 的 . 


例 3.4.3 
t 
VA = / 从 sds 
9 


1. 随机 过 程 
关于 o - 域 流 {关上 so 是 适应 的 . 
2.， 随机 过 程 Mi = maxo<sst Ws 关于 o - 域 流 {FW 上 iso 是 适应 的 . 
3， 随 机 过 程 Zi 全 WZ] 一 W? 关于 由 {Wijizo 生成 的 o - 域 流 是 不 适应 
的. 
注意 到 正如 在 离散 情形 下 ， 随 机 过 程 和 概率 测度 扮演 着 不 同 的 角色 ， 因此 
一 个 随机 过 程 在 概率 测度 了 P 下 可 能 是 一 个 布朗 运动 ， 但 同一 过 程 在 另 一 个 不 
同 的 测度 @ 下 不 是 一 个 布朗 运动 . 
定义 3.4.4” 令 (90 大, 也) 是 一 个 概率 空间 ， 有 o - 域 流 {jt>0， 如 果 随 
机 变量 族 {Mi 上 i>o 在 这 个 空间 上 满足 
1. EE[|MMl] < co， 对 所 有 过 > 0. 
2. {Mi}tzo0 与 {Fjtzo 是 适应 的 . 
3. 对 任意 的 s <&t，E?[Mi|| = M,. 
则 称 {Mijzzo 是 一 个 (P, { 万 ji>o) - 鞭 . 
通过 限定 条 件 te [0,T] ， 我 们 来 定义 参数 [0,T] 的 蒜 . 
通 稍 我 们 不 会 明确 规定 o - 域 流 . 在 所 有 的 例子 中 都 存在 布朗 运动 且 隐 含 
看 o - 域 流 都 是 布朗 运动 生成 的 . 
一 个 更 一般 的 概念 就 是 局 部 蒜 . 


党 
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定义 3.4.5 ”过程 {Xijizo 称 为 一 个 局 部 (了 P,{ 产 }tzo) - 蒜 ， 如 有 果 存 
在 { 厂 jt>0 的 停 时 序列 {T,}n>1 使 得 {XinT, 上 tz0 对 每 个 nn 是 一 个 (PP, {Fejtzo) - 
蒜 ， 且 

P| lim T=00| = 1 

所 有 的 蒜 都 是 局 部 蒜 ， 反 之 不 成 立 ， 这 是 由 第 4 章 的 许多 结论 加 上 边界 
条 件 所 产生 的 差别 造成 的 . 

引 理 3.4.6 设 由 {Wihizo 生成 5 - 域 流 { 万 jit2o， 如 果 {Wi}i>0 是 概率 
测度 下 一 个 标准 的 布衣 运动， 那么 

1. Wi 是 一 个 (P, {Fr }>0) ~ 蒜 ， 

2， WF 一 上 是 一 个 (P, {>0)- 蒜 ， 


exp (em 一 了 
是 一 个 (P, { 产 }jt>o) - 著 ， 称 作 指 数 革 . / 
证 ”三 者 的 证 明 都 是 类 似 的 . 例如 ， 考 虑 Mi = W2 -上 ， 显 然 E[|Mi|] < 


co. 现在 
EWe— WelF| = EW W) +2W(We— Ws)|F 
一 E|(W: 一 W,) | 十 2W,El(W: 一 Ws, )|F,] 
= 了 一 9， 
因此 
EIw? 一 万 | = Elw? —_W2+W?2-(t-s)-s | 


(一 s) 十 全 2 一 人 一 s) 一 8 = Wl—s. 口 


可 选 停 我 们 其 正 想 要 知道 的 是 在 连续 时 间 人 情形 下 的 可 选 停止 定理 . 一 般 地 ， 我 们 
止 不 得 不 稍 加 关注 (哪里 可 能 出 错 ， 见 习题 17). 如 果 蒜 的 样本 路 径 不 够 “好 ”， 
问题 束 会 出 现 ， 在 所 有 的 例子 中 随机 过 程 都 将 有 右 连 左 极 的 样本 路 径 ， 

定义 3.4.7 ”函数 了 是 及 :及 上 的 右 连 左 极 (chdlag)， 如 果 加 数 了 具 
有 左 极 限 且 是 右 连续 的 

特别 地 ， 连 续 函 数 都 是 自动 右 连 左 极 的 (continues & droite，limits 访 
gauche). 

定理 3.4.8 (可 选 停 止 定 理 ) 。 如 果 {Wso 关于 概率 测度 呈 和 og- 域 
流 {上 ez0 是 一 个 右 连 左 极 甘 ， 且 如 果 nl 与 7 是 两 个 停 时 使 得 元 二 7 二 区 
成 立 ， 其 中 KK 是 一 个 有 限 实 数 ， 那 么 


E||M., || < oOc 
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E|M., | 大 -| = AI 了- ,下 a.s. 

注释 

1. 术语 “a.s.”( 儿 了 平一 定 ) 表示 以 (P-) 概率 1. 

2， 特别 注意 到 ， 如 果 7 是 一 个 有 界 停 时 ， 那 么 正 [AMz] = E[Mo]. 口 

正如 在 离散 情形 下 ， 可 选 停止 定理 是 一 个 有 力 的 工具 . 通过 计算 来 说 明 布 布朗 运 
明 运 动 关 于 水 平 a 的 到 达 时 间 Ta 的 算 母 函数 ，( 这 个 结果 对 于 证 明 命题 3.3.5 动 到 达 
是 必要 的 .) 时 间 的 

命题 3.4.9。” 令 {Wilizo 是 一 个 布朗 运动 , 了 = inf{fs >0:W=a} (这 分布 
个 集合 如 采 是 空 集 ， 那 么 取 无 穷 ).、 那么 对 8>0， 有 


下 |e- | 一 e 一 V26lal 


证 ”假定 a > 0，( 情 形 a < 0 可 由 对 称 性 得 到 ，) 应 该 把 可 选 停止 定理 应 
用 到 扶 ) 
M: = exp (cm 一 02 


与 随机 时 间 Te 上 ， 但 是 会 遇 到 一 个 常见 的 难点 ， 由 于 T 不 是 有 界 的 ， 因 此 
个 能 直接 把 这 个 定理 应 用 到 Te 上 . 相反 ， 可 取 74 = 0,72 = Ts 入 n.， 因此 有 


E|Mr7, nn 二 1]. 


1 = E| Mr, An| 一 可 |AM7r .nl < n|PI[7, < ni] 
十 E[M7, nlT, > n|PlT, > nl. (3.2) 


现在 ， 根 据 引 理 3.3.2 与 习题 7 的 结果 ， 有 
PI, < ?9 一 1， 当 n 一 cc. 


义 ， 如 果 TT < co lim oo hhTAn = MT,， 因而 如 果 工 = co， 对 所 有 的 二 
有 Wi < a 成立， 因此 有 limn。,。 MMT,nn = 0. 在 等 式 (3.2) 中 令 n 一 co， 那 
么 可 得 

E[Mzr,|=1. 


取 o* = 20， 命 题 得 证 . 口 
通过 应 用 控制 收敛 定理 可 以 简化 这 种 类 型 的 讨论 . 控制 收 
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定理 3.4.10 (控制 收敛 定理 ) 设 {Zi}ns1 是 一 个 随机 变量 序列 ， 且 
limn oo Zn = Z， 如 果 存 在 一 个 随机 变量 YY， 对 所 有 的 n， 有 |2Zn|<Y 成 
立 ， 且 EIY|] < ce， 居 么 
ElZ| = Tim E[Z,,|. 


在 命题 3.4.9 的 证 明 中 ， 由 于 


1 
0 < AT An = exp (coWrnn 一 70 (To 人 n)) < exp(oa), 


我 们 可 以 用 常数 er”* 作为 控制 随机 变量 了 


站 赴 


1. 假定 {3" jn>o 在 测度 P 下 是 一 个 简单 对 称 的 随机 游 动 ， 证 明 当 n 一 oc 时 


SInt) - 1 
?| Vn <q| -二 (- 交 )sy 
其 中 ft 表示 nt 的 整数 部 分 . 


2. 人 设 随机 变量 2 在 测度 了 P 下 服从 均值 为 0 和 方差 为 1 的 正 态 分 布 , 即 2 ~ 
N(0,1)， 那 么 Vt2Z 服从 什么 样 的 分 布 ? 随机 过 程 Xe = Vt2Z 是 布朗 运动 吗 ? 

3. 假定 Wi 与 We 是 测度 也 下 相互 独立 的 布朗 运动 ， 目 令 常 数 pe [-1,1j.， 随 
机 过 程 Xe = pWi 十 V1 一 PW 是 一 个 布朗 运动 吗 ? 

4. {Wi}i>o 是 概率 测度 了 了 下 标准 的 布朗 运动 ， 下 面 哪些 是 P - 布朗 运动 ? 

(a) {~Wi}zo; 

(b) {cWijc2}t>0o， 其 中 是 一 个 常数 ， 

(c) {ViWi}zo， 


(dj {Wao: ~— Wi}iz0. 
验证 你 的 答案 . 


5， 假设 X ~ N(u,o?)， 计算 E|es*|， 并 由 此 计算 E[X4. 
6. 证 明 引 理 3.4.6.3. 
7. 证 明 如 果 {Wi}>o 是 测度 P 下 标准 的 布朗 运动 ， 那 么 对 zx > 0， 有 


vt —zx?/2t 


2 
PW > x| 三 ey /2tg 所 一 一 e 
[Wi 之 2] y < 二 7 责 
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8. 设 {Wi}i>o 是 概率 测度 P 了 下 标准 的 布朗 运动 ， 令 2 = sup, Wi. 显然 任意 
的 c > 0，c2Z 与 2 同 分 布 ， 推 导 ( 依 概率 1)2Z ec {0,00}， 令 p =P 了 [2Z = 0|. 通过 条 
件 {Wi < 0}， 证 明 
PIZ = 0] & PIW1 < 0]P[Z = 0), 
因此 p = 0. 推导 
P| sup Wt = 十 co， inf Wi = -oo 一 1. 


9， 从 习题 8 的 结论 与 命题 3.3.7.2 的 结果 推导 
也 [对 每 一 个 e > 0， 存在 s，t < 使 得 Ws <0<Wi|=1. 


如 果 {Weszo 在 零点 是 可 铀 的， 推导 导数 一 定 是 零 ， 有 昌 对 所 有 充分 小 的 t,，|Wi| 忒 二 
均 成 立 ， 根 据 条 件 咏 , 和 sWiy。， 得 出 矛盾 ， 并 推导 布朗 运动 在 零点 是 不 可 微 的 . 

10. 布衣 运动 并 不 足以 作 股 票 市 场 的 运行 模型 ， 首 先 它 的 均值 为 常数 ， 然 而 如 
果 仅 考虑 通货 脱 胀 ， 公 司 的 股票 通常 是 以 某 个 比率 增长 的 . 而 且 ， 可 能 是 “噪声 ” 太 
强 ( 增 量 的 方 甘 可 能 比 所 观测 到 的 大 一 些 ) 或 者 噪声 太 弱 . 我 们 可 以 调整 改变 噪声 的 影 
啊 而 人 为 地 引进 一 个 漂移 ， 即 使 如 此 这 仍然 不 能 成 为 一 个 好 的 模型 ,下面 是 其 中 一 个 
原因 .假设 {Wi}:so 是 P 了 下 标准 的 布朗 运动 . 通过 Si = jt 十 oWe 定义 一 个 新 的 过 
程 {Si}j:>0， 其 中 o>0 和 ju € RR 都 是 常数 . 证 明 对 所 有 的 o>0,neER 民 和 T 荆 >0， 
仔 在 一 个 正 的 概率 使 得 ST 为 负 . 


11. 假定 {Wi}:>o 是 一 个 标准 的 布朗 运动 . 证明 在 条 件 Wi, = zl 下 ， Wiy2 的 


| 2 1/(xC— 寺 Z1) 
Ati1 “PP 2 ti1/4 | 
12. 公 {Wij}t>o 是 了 P 下 标准 的 布朗 运动 ， 令 加 是 水 平 a 的 到 达 时 间 ， 妈 
Ta = inf{t 之 0:W: = al}. 
那么 ， 在 命题 3.4.9 中 已 证 过 
E|exp(—074)] = exp ( 一 aVv20). 


应 用 这 一 结论 来 计算 ， 
(a) E[T,], 
(b) Pl[T, < oo0l. 
13. 设 {Wi}szo 表示 测度 P 下 标准 的 布朗 运动 ， 并 通过 


Mr — MNax W,, 


O<s<t 
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定义 {Aijtzo， 假 定 zZ 关 aa， 计算 

(a) PIM: > o We > 2), 

(b) PIM: > a, We < 2]. 

14， 设 {We}tzo 表示 P 下 标准 的 布朗 运动 ， 令 Tu。 表示 和 斜 线 a 十 此 的 到 达 时 
间 ， 即 

ap 一 inf {t 之 0 : 多 : 王 和 Q 十 bt}. 
在 命题 3.3.5 中 证 明了 对 于 96>0,a>0 和 b> 0， 
E[exp(— 0Ts,6)] =exp (~—a(b+ Ve +20)) 


这 个 问题 就 是 计算 Taos 的 分 布 ， 而 不 采用 拉 普 拉 斯 逆 变 换 . 在 下 文中 ，9(7x) = ‘(zx) 


用 x 1 2 
sc- 人 二 ep(- 扫 )ay 


(a) 计算 下 Ts < col. 
(b) 根据 sWiys 与 W, 同 分 布 这 一 事实 ， 证 明 


PlT,s < t| = PIWs > as t+b, 对 某 个 1 < s < co 的 s]. 


(c) 根据 Wire 的 值 ， 利 用 前 面 的 部 分 来 证 明 


b 十 Qt 
P|Ta,o 入 t] 一 / PIT, s+a/t,a < cool]g(vtz)jdz 十 1 一 (2 ) 。 


(dj 在 上 陈 的 积分 中 代 换 概率 并 推导 


_ bt—ua a+i+ibt 
PIT,,。<t|=e “a( )+1-s( ) 
| 2 ] vt vt 


15. 设 {Wijizo 表示 了 PP 下 标准 的 布朗 运动 ， 且 令 {五 ji>o 表示 它 的 自然 o。- 域 
流 ， 下 面 哪些 是 (P, {上 4>0) -: 蒜 ? 

(a) exp{(o Wi), 

(bj ce， 其 中 c 是 一 个 常数 ， 

(c) tiW: — f° Wsds. 


16， 设 {i}ostigT 表示 一 个 与 标准 的 P - 布朗 运动 {WijoxtxT 相关 的 自然 o - 
域 流 ， 引 理 3.4.6.3 重新 写 为 


P| exp (om 一 ;cctj:4 一 exp (ew. 一 jc?s 14， 对 所 有 的 A € 大,. 


利用 积分 符号 下 的 微分 法 则 来 给 出 {W? 一 让 :zo 是 一 个 (P, {天 上 zo0) - 蒜 的 另 一 种 证 
明 ， 并 证 明 下 述 也 是 (P, {>0) - 蒜 . 


(a) Wr — 3tWi, 

(b) We — 6tWe + 3t*. 

17， 设 (9, 下,P) 是 一 个 概率 空间 .假设 实 值 随 机 变量 工 :2 一 民 在 测度 卫 下 
在 [0, 二 上 是 均匀 分 布 ， 定 义 随 机 变量 {Xtj}i>o z 
1, T(w)=t, 


xto) ={ 0, TT(w)#t. 


验证 {Xi}i>0 关于 目 身 的 o - 域 流 是 一 个 了 了- 蒜 . [提示 : 对 一 个 几乎 必然 为 零 的 随机 
变量 ， 其 条 件 期 望 才 是 惟一 的 . ] 

证 明 工 是 一 个 停 时 ， 这 里 不 能 利用 可 选 停止 定理 来 证 明 . 

18， 如 前 一 样 ， 设 Ta, 了 分 别 表示 一 个 P- 布朗 运动 {Wi}sz>o 到 达 水 平 c,b 的 首 
达 时 间 ， 但 是 现在 Wo 不 必 为 零 ( 见 定义 3.1.3 后 的 注释 ), 证明 如 果 a < x < 5b， 那 么 


b—Zz 
b—a 


提示 : 模仿 随机 游 动 相应 结果 的 证 明 ， 参 见 命题 2.4.4. 
19. 利用 习题 18 中 的 记号 ， 令 人 = 全 入 加 .证 明 如 果 a< 0 一 5 ， 那 各 


|7。 < Tei Wo 一 7] 一 


EITIWo 一 0 一 —ab. 
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由 于 布朗 运动 不 能 预测 负 的 股票 价格 ， 因 此 很 难 将 之 作为 一 个 合理 的 市 场 
模型 . 然而 ， 可 以 通过 考虑 布朗 运动 的 函数 推导 出 一 系列 更 广 的 湾 在 模型 . 基 
于 Black-Scholes 定价 理论 的 基本 模型 ， 即 几何 布朗 运动 恰恰 可 以 通过 这 种 方 
式 推导 出 来 ， 它 承袭 了 布朗 运动 的 不 规则 路 径 . 在 4.1 节 中 我 们 将 看 到 为 什么 
不 规则 路 径 的 股票 价格 模型 迫使 我 们 通过 套利 来 讨论 ， 这 本 身 不 足以 证 明 几 何 
布朗 运动 模型 的 合理 性 . 然而 ， 在 4.7 节 中 我 们 将 给 出 进一步 的 讨论 ， 表 明 它 
至 少 是 一 个 明智 的 起 始点 . 有 关 几 何 布朗 运动 的 不 足 之 处 的 更 详细 的 讨论 将 在 
第 7 草 给 出 . 

为 了 研究 通过 这 种 方法 构建 的 模型 ， 我 们 需要 建立 一 种 以 布衣 运动 为 基 
础 的 随机 分 析 . 本 章 的 主题 是 伊藤 随机 分 析 . 4.2 广 将 给 出 伊 肛 随 机 积分 的 定 
义 ，4.3 节 推 导 与 随机 分 析 相 应 的 链 式 法 则 并 学 习 如 何 分 部 积分 .， 

正如 离散 情形 一 样 ， 在 Black-Scholes 框架 下 定价 和 和 对冲 有 两 个 关键 机率 
首先 需要 改变 概率 测度 ， 使 得 贴现 资产 价格 成 为 款 . 做 这 件 事 的 工具 定 4.5 
节 中 的 Girsanov 定理 . 构造 对 冲 投 资 组 合 依 赖 于 连续 情形 下 的 二 项 式 表 示 定 
理 ， 即 4.6 刷 的 园 表 示 定 型 . 

其 次 ， 如 离散 情形 下 一 样 ， 将 取 一 种 权益 期 望 值 贴现 形式 的 定价 公式 ， 
而 Black 和 Scholes 通过 一 个 完全 不 同 的 讨论 获得 了 这 个 结果 (参见 第 5 章 
习题 5)， 在 讨论 中 价格 是 作为 一 个 偏 微分 方程 的 解 获得 的 . 通过 4.8 市 中 
的 Feynman-Kac 随机 表示 公式 与 概率 方法 联系 ， 这 个 公式 揭示 了 随机 微分 方 
程 与 某 些 - 阶 抛 物 型 (确定 性 ) 偏 微 分 方程 之 间 的 内 在 的 联系 . 

再 次 指出 ， 这 里 讨论 的 题材 是 很 粗略 的 . 虽然 如 此 ， 但 那些 独 望 转 到 茶 些 
金融 问题 的 读者 或 许 还 是 希望 跳 过 这 一 章 的 证 明 . 可 供 参 考 的 随机 分 析 的 优秀 
教材 很 多 . 有 一 些 书 在 参考 书目 中 给 出 . 
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4.1 股票 价格 不 可 微 


4-1 显示 了 63 年 和 1 年 期 内 的 微软 的 股票 价格 ， 当 然 ， 它 看 起 来 不 
像 定 时 间 的 一 个 特别 好 的 函数 ， 甚 至 用 很 小 的 时 间 标 度 ， 价 格 的 轨迹 看 起 来 
也 很 粗糙 关于 股票 价格 路 径 的 不 规则 性 的 统计 研究 有 很 多 . 这 一 节 ， 至 少 
在 没有 交易 费用 可 以 连续 交易 以 及 像 通常 那样 无 套利 机 会 的 假设 条 件 下 ， 通 
过 Lyons(1995) 的 一 个 纯 数 学 的 讨论 探究 我 们 的 股票 价格 模型 的 路 径 是 何等 的 
粗糙 . 继续 假设 市 场 有 一 个 无 风险 现金 债券 . 
自 先 ， 我 们 需要 一 个 定量 “粗糙 度 ” 的 方法 ， 对 函数 f : [0 如 一 及 ， 它 
定义 4.1.1 设 A 是 [0,T] 的 一 个 分 割 ，N(x) 是 构成 分 割 ft 的 区 间 个 量化 粗 
数 ，0(r) 是 的 网 格 ( 即 分 割 的 最 大 区 间 的 长 度 ). 记 0= 二 td<ti<...< 炉 度 


CD CD CD 
OO CD CD 
mm FE 一 
Cu 一 OY 
Fs Sm se 
WE 一 一 
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图 4-1: 长 期 (63 年 ) 和 短期 (1 年 ) 内 不 支付 红利 的 股票 的 两 幅 图 


有 界 变 
差 和 套 
利 
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tN(r) = 全 为 分 割 区 间 的 端点 ， 那么 ，f 的 变 差 是 


N (Tx) 
lim | Pp 2 | f(t;) — f (ty~-1) | } 
如 果 这 个 函数 是 “好 的 ”， 比 如 它 是 可 微 的 ， 那 么 ， 它 有 有 界 的 变 差 ， 
而 “粗粮 ”的 路 径 有 无 界 的 变 差 . 为 了 量化 粗糙 度 ， 我 们 将 变 差 的 概念 拓展 
到 p - 变 差 . 
定义 4.1.2 沿用 定义 4.1.1 中 的 记号 ， 胃 数 f :10,T| 一 民 的 p- 灾 差 定 
义 为 


N (7) 
lim | sup_ 2 | f(t;) — flt;-1) |? } 


注意 ， 如 果 p > 1， 那 么 比 变 差 是 有 界 的 函数 更 粗糙 的 函数 的 p - 变 差 是 
有 限 的 . 例如 ， 粗 略 地 说 ， 如 果 在 间隔 6 的 区 间 内 函数 的 变动 是 V6， 那 么 2- 
变 差 是 有 限 的 . 

我 们 现在 讨论 如 果 股 票 价格 有 有 和 界 变 差 ， 那么 它们 或 者 是 无 风险 现金 债 
办 的 常数 倍 , 或 者 (假若 我 们 可 以 连续 交易 并 且 没 有 交易 费用 ) 存在 极 大 的 套利 
机 会 . | 

在 第 2 章 离散 时 间 情 形 下 ， 我 们 证 明了 (方程 (2.5)) 在 时 间 区 间 [i6t, (i 十 
1)6t) 内 ， 由 9i+1 份 股票 和 ;41 份 现 金 债券 组 成 的 投资 组 合 如 果 是 融资 
的 (Selffnancing)， 那 么 它 在 N6t = 工时 色 的 后 现 信 是 


N—1 
Vy = Wt+ 2 Witi(Siti — 8;). (4.1) 


J=0 


这 里 ， 在 j6t 时 刻 ;+1 是 已 知 的 ， 但 它 通常 是 一 个 关于 5; 的 函数 . 在 连续 情 
形 下 ， 可 以 令 交 易 间 陋 上 趋 于 0， 如 果 贴 现 的 股票 价格 过 程 有 有 界 变 差 ， 那 
么 当 5 中 + 上 0 时 ，(4.1) 中 的 黎 曼 和 将 收敛 到 黎 曼 积分 


[ - gi(Si)d5,. 


这 里 ，9i 表示 t 时 刻 我 们 持 有 的 股票 份额 . 这 就 是 说 ， 对 任意 选择 的 {g(.)}jos<tsz， 
我 们 可 以 构造 一 个 自 融 资 的 投资 组 合 ， 它 在 了 时 刻 的 贴现 值 是 


1 
后 
0 


现在 选择 一 个 可 微 函数 F(z)， 它 在 z = So 点 附近 的 值 很 小 而 在 其 他 地 方 的 人 
很 大 . 那么 通过 在 0 时 刻 投资 下 (50)， 并 拥有 一 份 二 时刻 时 具有 $( 总 ) 份 股票 
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的 自 融 资 投 资 组 合 ， 这 里 ，p(x) = F(x)， 我 们 构造 的 投资 组 合 在 TT 时 刻 的 贴 
现 值 是 上 
Fr (so)+ / F'(S)dS,. 


由 积分 的 基本 定理 可 知 ， 它 是 F(Sr). 
我 们 不 得 不 等 竺 股票 的 贴现 价格 从 So 转变 为 更 多 的 价值 . 例如 ， 在 时 
刻 持 有 (St 一 So) 份 股票 的 策略 在 了 时 刻 能 获得 


了 
“| (9， 一 So)dS, 一 e (ST 一 90)“ 
0 


份 的 价值 (这 里 乘 以 er 消去 贴现 ). 

无 套利 情形 下 ， 我 们 并 不 希望 股票 价格 路 径 有 有 界 的 变 差 . 事实 上 ， 正 
如 Lyons 指出 的 那样 ，L C Young 的 讨论 拓展 了 这 个 结果 . 再 次 假定 能 够 连续 
交易 并 无 交易 费用 ， 对 某 些 p < 2， 如 果 股 票 价格 的 路 径 有 有 限 的 p - 变 差 ， 
则 可 以 获得 任意 大 的 收益 . 
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4.1 节 的 工作 表明 我 们 应 该 寻找 这 样 一 些 模型 ， 在 模型 中 对 p < 2 的 股票 
价格 有 无 限 的 p - 变 差 . 用 布朗 运动 做 标准 构件 可 以 构造 出 许 许多 多 这 样 的 模 
型 ， 但 这 需要 一 种 新 的 微 积分 ， 对 于 熟悉 的 牛顿 微 积分 来 说 布朗 运动 的 路 径 太 
术 糖 了， 对 我 们 没有 什么 用 处 ， 其 至 ， 即 使 它 满足 微 积分 基本 定理 ， 也 将 再 次 
致使 我 们 放弃 把 布朗 运动 作为 模型 的 基础 

用 来 模拟 股票 价格 的 过 程 通常 是 一 个 或 多 个 布朗 运动 的 函数 . 为 了 简单 
这 里 我 们 限定 它 仅 是 一 个 布朗 运动 的 函数 . 我 们 应 该 做 的 首要 事情 就 是 写 出 股 
票 价格 演变 的 微分 方程 

假定 股票 价格 的 形式 为 8, = f(t, We)， 利用 泰勒 定理 (并 假定 f 至 少 是 
“好 的 ”)， 


f(t + ot ,Werst) — f(t, We) = 6tf(t, We) + O(6t2) + (Werst — Wi)f’(t, Wi) 
+ (Wera — We) ff" (t, Wi) + 
这 里 我 们 使 用 记号 
9 2 
f(t,7x) = lt +), ff’'(t,7x)= Lb) 和 f"(t,7x) = 3 7). 


人 在 我 们 通常 链 式 法 则 的 求 导 中 ， 当 {Wi}szo 用 一 个 有 界 的 变 差 函数 替代 时 ， 
右边 最 后 一 项 的 阶 数 是 O(6 如 )， 然而， 对 布朗 运动 来 说 ， 我 们 知道 E[(Wi st 一 


股票 价 
格 的 微 
分 方程 


二 次 变 
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WV)?] 是 bt 因此， 我们 不 能 忽略 包含 二 阶 导 数 的 项 当然， 现在 有 一 个 问 
题 ， 因 为 我 们 必须 解释 包含 一 阶 导 数 的 项 ， 如果 (Was 一 Wi)* 是 O(6t) 阶 
的 ， 那 么 (Wisst - 和) 应 该 是 O(V6t) 阶 的 ， 这 能 导致 在 有 限 的 时 间 区 间 
内 {54}:zo 有 极 大 的 改变 . 然而， 事情 并 不 是 毫 无 希望 的 . Witst 一 Wi 的 期 望 
值 是 0， 并 且 在 0 点 附近 的 波动 是 V6t 阶 的 . 与 中 心 极限 定理 比较 ，Si 一 S50 
是 一 个 明确 定义 的 随机 变量 似乎 是 合理 的 ， 假定 我 们 对 比 能 给 出 严格 描述 ， 那 
么 满足 5 = FT 到) 的 微分 方程 有 如 下 形式 


dS = f(t, Wi)dt + f'(We)dWi + ~f"(We)dt 
为 了 方便 ， 将 它 写 成 积分 的 形式 ， 
t t t 
St = So +/ fs,Wo)ds+ | f (W,)dW, +/ a (W' )ds. (4.2) 


为 了 使 基于 布朗 运动 的 积分 是 有 意义 的 ， 我 们 必须 找到 一 个 对 方程 (4.2) 
右 端 的 随机 积分 (stochastic integral){ 也 就 是 第 一 个 积分 ) 的 严格 的 数学 解 
释 .， 关 键 是 研究 布朗 运动 的 二 次 变 差 (quadratic variation). 

对 一 个 典型 的 布 朋 路 人 径 ，2- 变 差 是 无 限 的 . 然而 ， 确 实 存 在 2- 变 差 的 一 
个 稍 弱 的 类 似 形 式 . 
定理 4.2.1 设 Wi 表示 在 下 下 的 布朗 运动 ， 对 [0,T] 的 分 割 T， 定 义 
N (7) 


S(T) 一 》 Wi 一 Wr,_i | 。 
7 一 上 


令 Tn 是 一 个 分 制 序列 ， 且 (Tn) 一 0， 则 
E| | S(r) -TP|—0 当 也 一 oo. (4.3) 
我 们 说 用 {[ 庚 ji:}zzo 表示 的 布 明 运动 的 二 次 变 状 过 程 是 [Wj]; = t. 更 一 般 地 ， 
我 们 可 以 定义 与 任意 有 界 连续 蒜 相 关 的 二 次 变 差 过 程 . 
定义 4.2.2 ”假定 {Mi}:>0 是 一 个 有 界 连续 的 正 - 蒜 ， 与 {TAMi jit>o 关联 的 
二 次 变 差 过 程 是 过 程 {LM]:jizo， 使 得 对 [0,7] 的 任意 分 割 序列 rn，6(mm) 一 
0， 有 


N(7) 2 
a SY Ms - Me -IM]z | -0 当 n 一 oo. (4.4) 
7 二 1 
注释 这 里 我 们 不 证 明 它 ， 但 (4.4) 式 中 的 极限 与 分 割 序列 无 关 . 口 


定理 4.2.1 的 证 明 我 们 展开 (4.3) 中 期 望 内 的 表达 式 ， 并 运用 正 态 分 布 的 
知识 . 设 ft jjyG") 表示 构成 分 割 mm 的 区 间 的 端点 . 首先 注意 
N(xn) 


2, { | Wi — Wi, ;. | 一 (tn 一 2 


三 ] 


2 


| (rn 一 他 = 


尝 
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为 了 方便 ， 记 | Wi ; — Wi, ;i | —(tn; 一 如 全 1 为 0n 让 那么 


N(Tn) 


| S(rn) — TT |?= 2 62 ;+ 2 》 én,j6nk: 
7<k 
注意 ， 布 朗 运动 有 独立 的 增 量 ， 
El6n, yon xk] = Elén, 7 亚 |6。 i] = 0， 如 果 了 天 大. 
此 外 
El67 ;] = El Wi,,— Ws, ,1 | 
-2 | Wes — Wins (tns — tn-1) + (tn — tr-1)l. 
对 一 个 期 望 是 0 方差 是 和 的 正 态 分 布 的 随机 变量 XX， 由 第 3 章 习 题 5 知 ， 
Ellzx|’] = 3 和 ， 
因此 ， 我 们 有 
El67;] = 3(tn, — tr-1) — 2(tn, — tnj-1) + (tn — tm-1) 
= 2(tn,j — tn,j-1) 
< 26(7mn)(tn,; — tn,j-1)- 
对 7 求 和 


N (rn) 


E|| S (mn) -二 门 < 2 2》, 6(7n)( (bn, tn,j—1) 


j=1 


= 26(7n,)T 
一 0， 当 了 一 oo. 口 


在 古典 方法 里 这 个 结果 还 不 足以 定义 积分 三 f(s,Ws)dW。， 但 它 足够 允 积分 古 
许 我 们 从 本 质 上 模仿 勒 风格 (Lebesgue) 积分 的 构造 ， 把 它 作 为 简单 函数 的 积 朗 运动 
分 的 极限 ， 至 少 对 满足 ;EE[f?(s, Ws)]ds < oo 的 函数 来 说 是 这 样 ， 只 要 我 们 
仅 要 求 在 L* 中 这 个 极限 存在 ， 即 ， 如 果 { Fl 是 一 个 收敛 到 f 的 阶梯 函 
数 的 序列 ， 那 么 ， 用 f(s, Ws)dW。 是 一 个 随机 变量 ， 对 这 个 变量 来 说 


t + 
_/ pn) 
| / f(s, W,)dW, / f(s, WJdW, 


2 
[= 当 mn 一 co， 


这 与 定义 4.2.2 中 用 一 次 变 差 的 概念 来 奉 代 2 - 变 差 的 概念 是 一 致 的 . 
从 官 积分 的 构造 可 能 看 起 来 是 熟悉 的 ， 但 它 的 性 质 却 大 不 相同 . 首先 ， 我 
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们 通过 定义 万 fsdT。 来 说 明 这 点 ， 
由 古典 积分 理论 ， 我 们 通常 有 


ANT) 一 1 


T 
/ f(s,xs)drxs = ;dim |， >》, f (tj;, zt; ZE ~ Te ). (4.5) 


用 同样 的 方法 定义 随机 积分 ， 即 
(mr) 一 1 


[ WedW, Slim 2 Wi, (Wiji, — Wi;), 


但 现在 要 注意 的 是 这 个 极限 可 能 只 在 L? 中 存在 . 
再 次 考虑 定理 4.2.1 中 的 量 S(7). 


N(7) 
S(7) 一 >》, (Wi., We) 
7 二 1 
N{7) 
= > { (we — Wi _,) — 2Wi,_, (Wi, 一 W,_,)} 
7 一 | 
Am) 一 1 
= Wi-Wi-2 >》 HU ~ Wi,). 
j=0 
当 6(R) 一 0 时 , 左边 收敛 到 了 (由 定理 4.2.1)， 因 此 令 6(7) 一 0， 重 新 整理 得 
到 
[ WdW, = 5(W Wi — Wi—T). 
注释 ”注意 这 并 不 是 古典 积分 理论 所 得 到 的 结果 . 此 随机 积分 中 的 额外 项 
来 自 于 lims(r) 0 S(7). OD 


定义 积 ”在 公式 (4.5) 中 ， 用 f(t;,z,) 作为 了 在 区 间 (jy,tjy#41] 上 的 近似 值 ， 而 在 
分 ”古典 积分 理论 中 ， 相 应 地 可 用 区 间 中 的 任意 一 点 代替 t;， 而 取 极限 的 结果 是 相 
同 的， 在 随机 理论 中 将 不 再 是 这 种 情况 ， 习题 3 进一步 要 求 计算 下 面 两 个 极 


限 : 
(a) 
mr) 一 1 
5 0 > Wi (Ws — Wei,), 
7 二 0 


N(x)—1 
Wr, 十 Wi 
|i + Y 
3) 0 3 ( 2 ) Ws We,) 


了 一 ( 
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通过 选择 分 割 中 每 个 子 区 间 里 的 不 同 点 ， 用 f 在 这 些 点 的 值 作为 f 在 子 区 间 
上 的 值 ， 我 们 得 到 不 同 的 积分 . 函数 f(s, Ws) 关于 本。 的 伊藤 积分 定义 为 ( 适 
于 P- 概 率 为 零 的 集合 ) 


I N(x)—1 
上 f(s, Ws)dW, = ;dm ， 2 fl We ) (Was, — Wi,). (4.6) 
0 T)— 50 


斯 特 拉 托 诺 维 奇 积分 (Stratonovich integral) 定义 为 


个 六 (rr) 
fl Woy) odW, = ,tp 
在 L? 情形 中 这 两 个 极限 是 可 以 理解 的 ， 从 计算 角度 来 看 ， 斯 特 拉 托 诺 维 奇 积 
分 具有 保持 牛顿 微 积分 法 则 的 优点 ， 参 看 习题 8， 但 从 建 模 的 角度 来 看 ， 至 少 
从 我 们 的 目的 来 看 ， 它 是 个 错误 的 选择 .为 了 找到 原因 ， 考 虑 在 一 个 无 限 小 的 
时 何 间 隐 内 将 会 发 生 什么 例如， 可 以 构造 一 个 投资 组 合 ， 在 时 间 间 隔 的 初始 
时 刻 重 新 调整 我 们 的 投资 组 合 ， 而 在 无 限 小 的 时 间 间 隔 内 它 的 价值 将 超出 我 们 
的 控制 范围 ， 在 分 别 依赖 于 当前 时 刻 股 票 价格 和 下 一 时 刻 股票 价格 这 两 种 价值 
的 平均 值 的 基础 之 上， 斯 特 拉 托 诺 维 奇 模型 允许 我 们 改变 现在 的 投资 组 合 ， 当 
我 们 做 投资 决定 之 时 ， 我 们 没有 这 种 信息 . 

我 们 简单 重 述 独 离散 情况 下 所 说 的 话 ， 投 资 组 合 的 构成 是 可 预料 的 . 我 们 
给 出 连续 时 间 下 的 相似 定义 . 

定义 4.2.3 给 定 一 个 o - 域 流 { 矿 ji>0， 随 机 过 程 {Xeji>o 是 { 万 }t>o- 
可 料 的 或 {五 4>0- 可 测 的 ， 如 果 对 所 有 的 t+， 是 三 _- 可 测 的 ， 这 里 


(Wo ~ Ws) 


2 


va 一 用 三 。. 
s<t+ 

注释 ”如果 {Xijzo 是 {五 zzo - 适应 的 并 且 左 连续 (特别 地 ， 如 果 它 是 
连续 的 )， 那 么 XX; 是 自动 可 料 的 . 口 

在 伊 芯 随机 积分 中 ， 被 积 函 数 总 是 可 料 的 . 

我 们 仅 在 一 个 特殊 的 情形 下 , 即 当 被 积 函 数 本 身 是 布朗 运动 时 ， 来 估计 
伊 芯 积分 . 现在 ， 通 过 首先 考虑 简单 函数 的 积分 ， 然 后 用 古典 背景 中 相同 的 方 
法 来 拓展 我 们 的 讨论 ， 我 们 总 是 假定 {Wijizo 是 由 o - 域 流 {Fz}t>o 生成 的 
了 P- 布 贿 运 动 . 

定义 4.2.4 ”简单 函数 是 一 个 具有 如 下 形式 的 函数 


f(s,w) = >》 ai(w)17(s)， 


+ 二 1 


简单 也 
数 的 积 
分 
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其 中 
f= (ss (jE=(0,T ND= {了 如 果 i#7 


对 每 个 i 二 1,...,n,ai :0 一 民 是 一 个 下 ，- 可 测 的 随机 变量 ， 且 EE[ai(w)*] < 


OOO. 


注释 ”暂时 放弃 我 们 不 提 太 Q2 的 惯例 ， 然 而， 在 我 们 的 记忆 里 ，a 
是 W,. 的 函数 且 Ui 是 {Wr }ogrgs; 的 函数 ， 这 个 (2 的 从 号 对 获取 这 两 方 
面 的 关键 信 奶 是 有 丛 处 的 . 在 我 们 的 从 号 中 ， 继 续 让 {Ws}ossxT 人 让 


如 果 厂 是 一 个 简单 函数 ， 那 么 f(s,w)1l0,a(s) 也 是 简单 函数 ， 和 定义 


上 f(s,w)dW, = /rwaioaG)dam。 
0 


由 (4.6)， 


[ f(s, w)dW, = sy、 aitw)1Io0， 站 (si)(W,, 二 1AE 一 W,. i) 


t+ 二] 
现在 ， 就 像 古 典 积 分 理论 一 样 ， 对 一 个 更 一 般 的 (可 测 的 ) 函数 f， 能 找到 
一 个 简单 函数 序列 {fm},>! ， 使 得 当 n 一 co 时 ，f(") 一 了 , 并 定义 矿 关 
于 {Ws}osgsgT 的 积分 是 lm oo f(s,w)dWs， 如 果 这 个 极限 存在 的 话 . 对 
任意 的 f 这 个 并 不 一 定 成 立 ， 接 下 来 的 引 理 有 助 于 确认 一 个 函数 空间 ， 对 于 此 
空间 中 的 函数 我 们 能 适当 地 期 望 它 们 有 好 的 极限 . 
引 理 4.2.5 假定 f 是 一 个 简单 函数 ， 则 
1， 过程 ， 
上 f(s,w)aWw, 
0 
是 一 个 连续 的 ( 也 ，{ 厂 jt>0) - 鞭 ， 


2. 
(fram,) | = [ Bl.) 


E| sup (f f{s,w)dW, ) | < sf E[f(s,w)’lds. 


tT 
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注释 ”第 2 个 结论 是 著名 的 伊藤 等 距 (It6 isometry)， 它 表明 应 该 可 以 
将 [0, 相 上 的 积分 定义 扩展 到 可 料 函 数 ， 使 得 让 EE[f(s,w)?Jds < oo， 而 且 ， 
对 这 样 的 函数 ， 以 上 3 个 结论 仍然 成 立 ， 实 际 上 ， 我 们 还 可 以 将 此 定义 再 
扩展 一 点 ， 但 此 时 积分 可 能 就 不 是 一 个 款 了 ， 而 这 个 性 质 对 我 们 来 说 很 重 
要 . 站 

在 证 明 引 理 4.2.5 之 前 ， 先 引入 一 个 著名 的 杜 布 不 等 式 . 

定理 4.2.6 ( 杜 布 不 等 式 ) 如果 {Mijoctszr 是 一 个 连续 蒜 ， 那 么 


E| sup M2?| < 4E[M7]. 
0<t<T 


这 个 著名 定理 的 证 明 在 一 些 参考 文献 中 可 以 找到 ， 例 如 Chung & Williams 
(1990). : 


引 理 4.2.5 的 证 了 明 第 1 个 结论 的 证 明 是 习题 5， 第 2 个 结论 应 用 杜 布 不 
等 式 可 得 到 第 3 个 结论 ， 因 此 ， 我 们 仅 证 明 第 2 个 结论 . 
通过 假定 定义 4.2.4 中 的 符号 简化 符号 
fls,w)1l0a(s) = 》 ai(w)1r(s) 
?一 工 
其 中 ， 区 间 I 是 互 不 相交 的 ， 且 UP 1; = (0, 相 ， 由 定义 知 
t nn 
[ f(s,w)dW, 一 》 ai(w)(。， 一 W,. ) 
2 一 1 


因此 


(eo)] 


| (ad, _ Ww.)) | 


| > oo - Wo)? 


?一 ] 


十 2 下 b> Ci (w)a; (w)(W,,,, 和 Ws, )(Ws,,, W,, ) * 


i<7 
假定 7 > i， 则 由 条 件 期 望 的 塔 (tower) 性 质 
Eloi(w)ay(w) (Wits — Wo) (Ways — Ws,)] 
= Elai(as() (Won, ~ Ws)E[(Ws,,, ~ Ws,)|Fs,]]| =0. 
而 且 ， 


Elas (w) (Ws,,, W.. )] 了 [a (w)EI(W,,,, 作 。 )° |,, || 


Ela; (w)l(sit1 — si). 


78 第 4 章 随机 分 析 


代入 得 


| 


2 了 [ai(w)](si+l — si) 


2 二 1 


| EIf(s,w)2lds 


e[(/ fls,w)aw,) | 


记号 : 记 Hr 为 满足 以 下 条 件 的 函数 f : 民 + x 0 一 民 的 集合 , 对 0g<tgT,， 


f(t,w) 是 {五 Jzz0o - 可 测 的 ， 并 且 
f: Elf(s,w)?]ds < oo. 


伊 蔬 积 这 个 是 我 们 的 可 积 函 数 类 . 继续 下 去 : 通过 一 个 简单 函数 序列 {jm”}，>1 来 
分 的 构 近似 一 个 一 般 函 数 fe Hr， 定 义 
造 t t 
/ f(s,w)ds 全 lm / f° (s,w)dW,. 
下 面 的 定理 证 实 了 上 述 结论 是 正确 的 . 
定理 4.2.7 假定 {Wiji>o0 是 一 个 P- 布 朗 运 动 ， 令 {石上 有 z0 表示 它 的 自 
然 go - 域 流 ， 存在 一 个 线性 映射 J， 它 把 Hr 映射 到 定义 在 区 间 [0,T] 上 的 连 
续 ( 下，{ 万 }t>o) - 半空 间 上 ， 使 得 
l]. 如 果 厂 是 简单 函数 且 革 冬 卫 ， 那 么 


JU) = | fsaw, 


2. 如 来 t+ 证 ， 那 么 


E[7(f)2] = / E[f(s,w)?]ds, 


T 
E| sup Vind <4|/ E[f(s,.w)’]ds. 
Ogt<T 0 


证 ”由 杜 布 不 等 式 ， 一旦 知道 {J(f):joxtxT 是 一 个 人 P- 鞭 ， 则 由 第 2 个 结 
论 可 得 出 第 3 个 结论 . 我 们 来 定义 J， 并 证 明 前 两 个 结论 ， 按 照 前 面 的 近似 过 
程 来 进行 . 

令 {f(t};s1 是 一 个 简单 函数 序列 ， 使 得 

t 
也 
/ 


2 
f(s,w)— f(s,w) ds 一 0， 当 了 一 oo. 
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因为 两 个 简单 函数 的 差 仍 是 简单 函数 ， 由 引 理 4.2.5 


| SUP CA < | 


0O<t<T 


六 (s;,w) 一 Fom)(s， 2)| | ds 


一 0， 当 n,m 一 oo. (4.7) 


现在 ， 定 义 J(f)i 为 lm oo JJ(Fo))， 由 (4.7) 知 对 0 志 t < 下， 这 个 极限 一 
致 存在 ， 除 了 是 在 P- 概率 为 零 的 集 上 ， 这 里 我 们 令 J(f); 等 于 0, 而 且 ， 


E(7f)] = lim ETF™)) = lm | E[f™(s,w)?]ds = / E[f(s,w)?]ds. 


仍然 需要 验证 款 性 质 
现在 ， 由 詹 生 不 等 式 ( 见 第 2 章 习题 16)， 它 同样 能 很 好 的 适用 于 条 件 期 
| EF) = Ee), FD 

< ElElI7(F™): 一 PsPlFa 

= EI7(™), 70) 

— 0, 当 no 0. 
因此 ， 利 用 

TCF)s。 = ELJ(f™)lF, 
取 极 限 
E|(7(7)s — ECA]) | =°0. 

这 意味 着 


J(f)s = 二 E[J(f)s|]， 以 概率 PP1 成 立 . 
这 几乎 是 著 性 质 ， 但 我 们 想 除 去 “几乎 确实 ”的 限定 ， 为 了 这 个 目的 ， 选 取 
一 个 J(f)， 使 得 拷 性 质 对 所 有 的 s,t € Q 成 立 | 通过 在 一 个 零 P 测度 集 上 
再 次 定义 J(f) 可 以 做 到 这 一 点 ]， 由 于 J(f) 是 连续 函数 的 一 致 极限 (或 者 
一 致 为 零 )， 因 此 ， 它 是 连续 的 ， 利 用 这 个 定义 ， 鞍 性 质 对 所 有 s,t 成 立 ， 得 
证 . 口 
定义 4.2.8 对 feENHr， 记 


J 一 , wdW,, 
(f): [ f(s,0) 


分 英子 
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注意 到 可 能 除了 在 一 个 P- 概率 为 零 的 集合 上 ，J(f) 确实 符合 (4.6) 的 规 
定 . 
我 们 定义 了 关于 布朗 运动 的 随机 积分 ， 它 可 以 容易 地 扩展 到 能 被 写 
成 XX; = 到 二 4 的 任何 过 程 {Xi}:>o 上 ， 这 里 {Wihzzo 是 布衣 运动 ，{ At}>0 
是 有 界 变 差 的 一 个 连续 过 程 . 在 这 种 情况 下 ， 我 们 可 以 定义 关于 {Xjz>o 的 积 
分 为 两 部 分 的 和 : 关于 布衣 运动 的 积分 加 上 关于 {41}szo 的 积分 .在 古典 意义 
下 后 一 项 存在 .也 能 用 其 他 的 园 来 蔡 换 布 衣 运 动 ， 这 是 我 们 的 下 一 个 目标 . 
假定 {Mi}>o 是 一 个 连续 的 (下 ，{ 太 j}t>o)- 蒜 ， 且 对 每 个 上 > 0， 正 [M23 < 
co. 与 关于 布朗 运动 的 伊藤 积分 类 似 ， 对 一 个 简单 函数 


f(s,w) = >》 ai(w)1rn(s)， 
i 二 1 
定义 
/ f(s,w)dMs 人 》 ai(w) (Ms, ~ Ms,). 
?一 二 
通过 极限 ， 接 着 我 们 对 所 有 的 Fe NM 有 ， 定 义 
t 
J (fF) =- / f(s,w)dM, 
0 
其 中 HY 是 可 料 函 数 六 :及 + x 民 一 RR 的 集合 ， 使 得 
了 
/ [Fls 21d[M。 < o0. 
0 
如 有 果 有 必要 ， 可 在 零 P- 测 度 集 上 再 次 定义 JU (及 为 零 ， 得 到 下 面 类 似 定 


理 4.2.7 的 结论 . 


定理 4.2.9 假定 {JMi}s>o 是 一 个 有 界 连 续 的 (P，{ 左 }:>0)- 著 ， 且 E[M2] 
< oc0， 对 每 个 + > 0.， 那么 存在 一 个 从 HM 到 定义 在 [0,T] 上 的 连续 
的 ( 忆 ，{t}tz0) - 鞭 空 间 的 线性 映射 JM， 使 得 

1. 如 果 厂 是 简单 函数 ， 则 


7 = 上 f(s,0)dM, = /eoloa(e)dM， 


如 上 定义 . 
2， 如果 t 牵 工 ， 


gv =E| JojPalad]| 
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这 里 {[M]i}tz0 是 与 {JMi}t>0 有 关 的 二 次 变 差 过 程 . 


| sup my < 好 | / fewjPalad]| 


Ot 


除了 在 P- 概率 为 等 的 集 上 ， 


， NG) 一 1 
人 f(s,w)dM, = 5 2 f(si,w) Msi 一 Ms 


现在 ， 进 一 步 扩展 积分 定义 ， 定 义 关 丁 能 被 写成 和 = Mi 十 ht 的 任何 过 
程 {Xtji>zo 的 积分 ， 其 中 ，{Mi}:>o 是 一 个 连续 蒜 (EE[M2] < 00)，{ .hijiso 是 
一 个 有 界 变 差 过 程 . 

我 们 将 在 证 明 引 理 4.2.11 中 利用 这 个 更 加 一 般 化 的 定义 ， 引 理 4.2.11 是 
一 个 有 用 的 结论， 它 告 诉 我 们 有 界 变 差 的 蒜 是 常数 . 

定义 4.2.10 假定 {Mijhi>o 是 一 个 连续 蒜 ，{4tji>o 是 一 个 有 界 变 差 过 
程 ， 则 由 Xi = Mi 十 At 定义 的 过 程 {Xi}iszo 被 称 为 半 蒜 . 

一 个 连续 的 半 蒜 是 能 以 这 种 方式 被 分 解 的 任意 过 程 . 如 果 要 求 Ao = 0， 
那么 这 个 分 解 是 惟一 的 . 


注释 严格 地 ， 定 义 4.2.10 中 应 该 用 “局 部 款 ” 替 换 “ 蒜 ”， 对 更 一 般 的 
做 法 ， 可 参见 Ikeda & Watanabe (1989) 或 Chung & Williams (1990) 的 


文章 . 


引 理 4.2.11 令 {hi}joxtsT 为 一 个 连续 (PP，{ 矿 joxi<T) - 蒜 ， 且 对 每 
个 0g<tgT,E[4t] < oo， 如 果 {hijoxisT 在 [0,T] 上 有 有 界 变 差 ， 则 


PlA: = Ao ,， Vvt€e [0,T)]=1. 


证 令 Ai =A; 一 Ao， 由 于 {hi}joxt<T 是 有 界 变 差 的 一 个 连续 过 程 ， 因 
此 可 用 古典 方法 来 定义 积分 忆 4。d4。 由 微 积分 基本 定理 ， 


t 
-B= 名 =2/ AdA.. 


这 个 积分 不 管 是 作为 古典 积分 来 看 还 是 作为 随机 积分 来 看 是 一 样 的 ， 因 此 ， 由 


t 
El? / dh = 0. 
0 
这 样 ， 对 所 有 的 t, E[A2] 一 0， 所 以 ， 由 {Ar}oxtsT 的 连续 性 ， 了 [4， 一 
0，Vi € [0, Tl] = 1， 得 证 . 口 
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4.3” 伊 滕 公 王 


知道 了 随机 积分 的 意义 ， 现 在 我 们 来 建立 一 些 伊 芯 随 机 微分 的 法 则 ， 首 先 
建立 链 式 法 则 和 一 些 它 的 分 支 . 
随机 积 定理 4.3.1 (伊藤 公式 ) f 使 得 偏 导数 红 , 中 和 8 存在 且 连 续 ， 并 
分 链 式 且 苗 E1t， 对 每 个 二 几乎 都 成 立 ， 则 有 
法 则 


flt, Wi)— f(0,Wo) = | Ewaw,+ / f(s, Wa)ds 
1 广 92/ 


记号 : 通常 伊藤 公式 用 微分 符号 记 为 
df (t, Wi) = f(t, Wi)dWs + f(t, Wi)dt + 37"(t, Wi)dt. 


证 明 思路 ”为 了 避免 太 多 繁琐 的 公式 ， 假 定 名 = 0，( 这 个 证 明 可 以 毫 不 
困难 地 扩展 到 一 般 情况 ，) 则 公式 变 为 


“OFf 1 /of 


fw) f(Wo)= 人 FW)aw + FEW)ds (48) 


Ox 
令 天 是 [0 ,1 的 一 个 分 割 ， 通 第 记 ti, tis1 为 一 般 区 间 的 端点 ， 那么 
N(7)—1 
f (Wi) 一 f (Wo) 一 >》 (f (Wi 1) 一 f (Wi )). 
j=0 
在 分 割 的 每 个 区 间 上 应 用 泰勒 定理 ， 


N(x)—1 N(x)—1 


FW)-fWO)= > FWWS ss We)ts DD FE) Ws, — Wi) 


7 一 人 7 一 0 
其 中 氮 和 E [Ws 人 Wij yi, We; V Wi,,1]， 由 布朗 路 径 的 连续 性 ， 可 以 将 它 写 为 


N(7)—1 Nm) 一 1 


] 
f(Wi)—f (Wo) 一 > fF (We) Wis —Wes)+s >, f° (Wh;) (Wi —Wi, ), 
7 一 0 三 0 
其 中 nj; € lt;, ts+1]. 再 将 第 二 项 写成 
Ar) 一 1 


3 > (YE — We)”, 


7 二 0 
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其 中 日 三 太一 万 (Fo 


特殊 情形 ”假定 8 是 有 界 的， 那么 ， 对 每 个 固定 的 T， 由 于 7 小 
色 4 (Wi) 在 [0,T] 上 是 一 致 连续 的 ， 当 分 割 的 间距 趋 于 0 时 ，supjej 一 0. 现 
在 我 们 仿照 定理 4.2.1 的 证 明 来 做 . 


tr) 一 1 
| >》 1” (Wi,)( (We 一 Ws,)” — (tit1 — 5)) | 
j=0 
一 | 5 vt ((W,,, 一 We;)” — (f+1 ~ 6)) | 
j=0 


z +2E| > 产 (JP 人 (2 一 Wi,)” — (titl ~ ti) ) 


Oi<ISN(T}—1 
x (Ws — Wo)? = nD)| (4.9) 


与 前 面 一 样 ， 将 条 件 作用 于 五 ,， 利 用 条 件 期 望 的 塔 性 质 ， 再 结合 384 的 有 界 
性 ， 可 证 明 当 分 割 的 间距 趋 于 0 时 ，(4.9) 式 的 右边 项 趋 于 0. 
最 后 ， 利 用 
N(x)—1 
of , 
2 5 Br (Wis) Wis 一 Wei, ) [a Or =——(W, )dWw,, 
2 
和 连续 性 ， 我 们 看 到 如 果 5 是 有 界 的 ， 那 么 公式 (4.8) 成 立 ， 除 了 在 零 P- 
测度 集 上 . 


一 般 情况 为 了 去 除 全- 了 是 有 界 的 这 一 假设 ， 我 们 可 以 利用 所 谓 的 “局 


部 化 序列 ”， 令 
Tn = inf{t > 0:1Wi| > nl}. 


然后 ， 用 {War, }sy0 符 换 {W,}s>0, 让 于 Of / 连续 ， 因此 (2 fF (Wonrs)} 0 
在 一 致 有 界 的 .始终 用 Wn ,so 替换 {Ws}s>o 来 完成 我 们 的 证 明 ，( 注 意 为 
了 做 这 项 工作 ， 我 们 需要 这 样 的 事实 ， 即 mm 是 一 个 停 时 ，) 通过 令 n 一 oo， 


可 获得 所 有 的 结论 . 口 


伊 滕 公式 证 明 的 所 有 细节 可 参见 Ikeda & Watanabe (1989) 或 Chung 
& Williams (1990). 


例 4.3.2 ”利用 伊 及 公式 计算 EE[W6]. 
解 通过 Zi = We 来 定义 {2js>o， 那 么 由 伊 芯 公 式 


dZ2: = 6 dWi + 15WAdt. 


几何 布 
基 运 动 
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和 显然 的 2Z0 = 0， 积 分 形式 为 ， 
t t 
一 Zo = 9 15W ds. 
pA / 6W5dW, + | 5W4ds 
随机 积分 的 期 望 为 0 (由 团 性 质 )， 因 此 
t 
E[2:] = 上 15E[Wr4jds 
0 
现在 由 第 3 章 中 的 习题 5( 或 本 章 习 题 9) 可 知 ，E[W4 人 = 3s“， 代 入 上 式 得 
+ 
EIWS] = EIZ,] = 15 上 3s2ds = 15t3， D 
0 


连续 时 间 中 股票 价格 的 基本 参考 模型 是 几何 布朗 运动 (geometric Brown- 
ian motion)， 定 义 为 
Si = So exp(vt + oW:), (4.10) 


其 中 ， 像 通 汕 一 样 ，{Wi}>o 是 标准 的 正 布 关 运 动 . 应 用 伊 芯 公 式 ， 
d.9; 一 oSrd Wi 十 (v 十 >07)Srdt 


这 个 表达 式 被 称 为 5 的 随机 微分 方程 (stochastic differential equation)， 它 通 
员 记 为 这 样 的 符号 方程 ， 即 使 写成 积分 方程 也 是 有 意义 的 . 
引 理 4.3.3 记 到 = zy 十 嗓 ， 前 面 定义 的 几何 布朗 运动 过 程 是 一 个 (P，{ 三 
上 tz0) - 鞭 妆 且 仅 当 jw 二 0， 而且 
E[Si] = So exp(pt). 
证 积分 形式 下 的 几何 布朗 运动 的 随机 微分 方程 可 写 为 
t t 
Si = So +/ (z 十 ;07)Ssds 十 上 oSsdW,. (4.11) 
0 0 


注意 到 {Stjt>o 是 一 个 (P，{ 瑚 }t>o)- 半 蒜 ， 在 这 种 特殊 情况 下 ， 要 证 明 它 是 
一 个 园 当 且 仅 当 由 = 0， 相 当 于 证 明 半 著 分 解 的 惟一 性 ， 即 它 可 惟一 分 解 为 一 
个 款 和 一 个 有 界 变 差 过 程 . 

假定 j= 0 (4.11) 式 中 的 古典 积分 项 为 零 ， 由 于 {Si}izo 沿袭 了 布朗 运 
动 的 连续 性 ， 并 由 (4.10) 知 它 是 适应 的 ， 再 由 定义 4.2.3 后 的 注释 知道 它 是 可 
料 的 ， 因 此 由 定理 4.2.7 可 知 ，(4.11) 中 的 随机 积分 是 一 个 款 . 

假定 {Si}tzo 是 一 个 (P，{ 厂 上 >0) - 蒜 由 于 两 个 蒜 (关于 同一 cr - 域 流 ) 


t t 
A: = SC— So— 上 oSsdW, = / LSsds 
0 0 
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定义 的 {hjzzo 是 一 个 蒜 ， 这 个 古典 积分 有 有 界 变 着 ， 因 此 由 引 理 4.2.11 可 
知 ， 以 概率 14, 等 于 4o， 又 由 上 式 可 知 4o = 0. 由 于 对 所 有 的 s，S。 > 0， 
故 有 = 0. 

期 望 为 了 证 明 第 二 个 结论 ， 在 (4.11) 中 的 两 边 取 期 望 ， 再 次 利用 随机 积 
分 项 是 期 望 为 0 的 蒜 ， 得 到 

E[S| ~ So =E| / pSsds| = |/ uElS,|ds. 
(由 古典 积分 理论 可 证 ， 关 于 时 间 t 的 积分 与 期 望 是 可 以 互 换 的 .，) 解 此 积分 方 
程 得 
E[Si| = So exp(1t). 

证 上 毕 . 口 

有 了 伊 腑 公式 后 就 很 方便 ， 它 人 允许 我 们 直接 用 {5}:>o 来 工作 (以 便 我 们 


能 号 出 f(t, Si) 的 随机 微分 方程 )， 现 在 知道 了 如 何 使 我 们 原来 探索 性 的 计算 严 
密 化 ， 因 此 我 们 用 清晰 的 思路 继续 下 去 : 


f(t+6t, Sst) — f(t, Si) 
os f(t, 51)6t + f(t, Se)(Sersr — Se)+ 人 Si) (Serst — Se)” 
~ f(t,Si)dt + f(t, Si)dS 

+ f(t, St) {0o2S2dW2 + p252qt? + 2052dWdt}. 


即 
df(t, 81) = flt, 30)dt 二 人 50)d5: + 了 "54)o2S2dt 


这 里 我 们 使 用 乘法 表 


> 4 dW dt 
dW | dt 0 
dt 0 0 
将 此 伊藤 公式 用 积分 形式 给 出 
f{t,S) 一 了 (0,So) = Of, sdut [3 0f (1, sds 
0 Ox 
二 | Bf Su)o” Sidu 


[a th —(u, Su)oS,dW, 


O°f 2 Qa2 
+/ 3 5 (2 Su )A9dew 十 人 (CU Su)o” Si du. 


几何 布 
表 运 动 
的 伊 其 

公式 


布朗 运 
动 的 菜 
维 ,性 质 
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注意 : 意识 到 关于 {Si}:>o 的 随机 积分 将 不 再 是 一 个 关于 概率 测度 PP 的 蒜 ， 
在 此 概率 测度 下 {Wi}:>o 是 蒜 ， 除 了 在 特殊 情况 : 当 {Stjt>o 是 一 个 PP- 扶 ， 


即 当 jy == 0 时 ，{Wij}tzo0 不 是 蒜 . 为 了 实际 计算 ， 通 过 像 最 后 一 行 那样 展开 
“随机 ”积分 来 分 离 蒜 ， 这 种 做 法 通常 是 明智 的 ， 


例 4.3.4 假定 {Si}t>o 是 几何 布朗 运动 且 满 足 
dS: = Srdt + oSdW,, (4.12) 
其 中 {Wijizo 是 了 下 标准 的 布朗 运动 ， 计 算 E[S7],n EN. 
解 ” 由 上 面 的 计算 ， 
S: = exp(vt + oWi), 


这 里 v = jp 一 局, 因此 {S"}i>o 也 是 一 个 几何 布朗 运动 ， 其 参数 为 v(m) = 
ma rt 二 no.， 由 引 理 4.3.3 得 


ElSr| = $5 exp ( (nw 十 >n2o7)t) = 90 exp ((np 十 sn(n 一 1)o?)t). (4.13) 


为 了 用 随机 积分 获得 一 些 更 多 的 练习 ， 假 设 我 们 不 知道 如 何 将 随机 微分 方 
程 (4.12) 的 解 明 确 地 表示 为 一 个 {Wijzso 的 函数 ， 粗略 地 说 ， 一 个 可 供 选择 
的 计算 EE[S7] 的 方法 是 应 用 伊藤 引 理 . 


d(S7) = nSr idS,+ n(n 一 1)S" “oS2dt 


| 


1 
S? (np+ sn(n 一 1)o? )dt + noSr dW. 


将 此 方程 写 为 积分 形式 ， 并 两 边 取 期 望 得 
t 
ElSr| 一 下 [97] = 上 (np 十 =n(n 一 1)o? ) 了 LS?]ds 
0 


这 使 得 我 们 再 次 获得 表达 式 (4.13). 口 
伊 芯 公式 对 有 关 布 朗 运 动 的 有 用 特征 ， 即 菜 维特 征 的 刻 划 提供 了 一 个 快 

捷 的 途径 .已 经 看 到 布朗 运动 是 一 个 扶 ， 实际 上 当 款 是 布朗 运动 时 ， 伊藤 公式 

有 助 于 建立 两 者 之 间 的 一 致 性 . 

定理 4.3.5 令 {WijoxtsT 是 一 个 连续 的 (PP， {tj}oxtsT) - 蒜 ， 使 得 0 抒 

< ,Wo = 0,[Wl = t+. 那么 {WijogtsT 是 一 个 (P，{ 矿 joxt<T)- 布朗 运 


池 入 


证 ”我们 必须 验证 对 任意 的 0 < s <t < T, Wi 一 W, 是 期 望 为 0 方差 
为 t 一 s 的 正 态 分 布 ， 且 它 与 天 独立 . 
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0 A ex p (OW. 一 


应 用 伊 滕 公式 ， 我 们 看 到 {Mz: }oxt t 扫 他 是 一 也 (P, {Ft}ostsT) - 黑 ， 所 以 
对 Ost, 


令 


Mi 1] 
sal -1 
代入 整理 得 1 
Elexp(0(Wi 一 Ws,))|F| = exp (id 一 5)02) 
因为 正 态 分 布 以 它 的 甜 母 国 数 为 特性 ， 所 以 结论 得 证 . 口 
回 到 形式 为 Zi = f(t, Wi) 的 过 程 ， 利用 伊 芯 公 到 随机 微 


d2; = (iC, Wi) 十 sf (6 Wi))dt + f(t, We)dWs. 
假设 /是 可 逆 的 ， 则 它 可 以 与 为 
dZt = At Zt)dt 十 ol(t, Zi dWi. (4.14) 
定义 4.3.6 对 某 些 在 束 + x 民 上 确定 的 肖 数 J(t,z) 和 ol(t,z)， 形 式 
为 (4.14) 的 方程 称 为 {Zi}tso 的 随机 微分 方程 . 


通常 ， 写 出 {Zi}i>0 的 随机 微分 方程 要 比 构造 具体 的 函数 f(t,zx) 容易 得 
多 . 


注意 : 像 (牛顿 ) 音 微 分 方程 一 样 ， 一 般 地 ， 随 机 微分 方程 没有 解 ， 即 使 有 解 ， 


解 也 是 不 惟一 的 . 


例如 ， 夺 函数 u(t,x) 和 ol(t,x) 有 界 且 关于 z 一 致 利 普 希 茨 连续 ， 
则 存在 惟一 解 ， 但 这 些 条 件 当 然 是 不 必要 的 人 详细 细节 可 以 人 参看 Chung 
心 Williams (1990) 和 Ikeda & Watanabe (1989)]. 


当然 ， 我 们 应 该 真正 地 以 积分 形式 理解 方程 (4.14)， 
t t 
Zz.-20= | nL(s, zds+ | o(s, Zs dW,. 
0 


下 面 形式 的 伊 膝 公式 的 证 明 留 给 读者 . 
定理 4.3.7 如 果 Zi = f(t, Wi) 满足 


dQ LN 一 olt, Zt dW 十 HE Zi jdt， 


和 一 g(t, LA)， 
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对 某 些 二 次 可 微 函 数 f 和 g, 有 


] 
dY: 一 g(t, Zi dt 十 9 (t, Zt)dZt 十 79 他 Zi)o” (t, Zt)dt. (4.15) 


注释 “注意 到 
M: = Zi — Z0— / Li(s, Zs )ds 
0 


是 一 个 均值 为 0 的 著 ， 由 伊 腑 等 距 ， 可 知 它 的 方差 是 
t 

E[M?|] = el / o{s, zjzds| 
0 


在 (4.15) 中 出 现 的 表达 式 o?(t,2i)dt 正好 是 d[M]:， 这 里 {[M]jhzo 就 是 
与 {Mi}hizo 相关 的 一 次 变 差 . 


如 果 {Zi}t>0 是 由 Zt = Mi+ 4 来 定义 的 ， 其 中 { Ad }>0 是 一 个 连续 
单 由 ， 有 E[M?| < Co， {Ar}t>0 有 有 界 变 差 ， 则 令 Yt 一 g(t, +t) 我 们 有 


. 1 
d = g(t, Zi)dt + gq (t, Zi)dZrt + 59 人 Zt) dM i. 


特别 地 ， 把 它 应 用 到 于 = M? 上 ， 可 证 (习题 15)M2 - [Ml 是 一 个 蒜 . 
口 
解 随机 即使 随机 微分 方程 有 惟一 和 解 ， 它 也 很 少 能 以 闭 式 的 形式 表示 成 一 个 布衣 
微分 方 运动 的 图 数 . 然而 ， 如 果 能 做 到 这 点 的 话 ， 那 么 伊藤 公式 提供 了 找到 这 样 的 解 
程 的 一 个 途径 
例 4.3.8 求解 


dX: = Xidt — XtdWi, Xo=1. (4.16) 


解 ” 如 果 Xi = f(t, 到)， 则 


. 1 
dX 一 f(t, Wi)dt 十 f't, Wi )}d Wi 十 of (t Wi )dt, 


代入 (4.16)， 
dX: = f(t, Wei) dt — f(t, Wi) dW. 
使 系数 相等 ， 得 到 
—f(t, We) = f(t, Wi) 
利 


ft, Wi) + 57"(t, Wi) = f(t, Ta 
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由 此 推出 | 
f(t,7) = Te 
其 中 ec 是 一 个 常数 . 利用 初始 条 件 ， 可 得 
1 
Xi 一 f 十 于 
注意 到 在 有 限时 间 内 这 个 解 过 大 了 . 口 
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为 了 处 理 随机 积分 ， 我 们 需要 两 个 法 则 : 分 部 积分 公式 和 “随机 富 比 尼 定 
理 ”. 前 者 是 随机 微分 法 则 的 产物 ， 后 者 通常 用 于 证 明 随机 积分 与 古典 积分 的 
假设 有 两 个 随机 微分 方程 : 
dY: = p(t, Yi)dt + olt, Ye)dW, 
QZ， 一 2(t, Zi)dt 十 Ol(t, Zt dWi. 
假设 这 些 方程 是 由 辣 一 布朗 运动 {Wi 上 so 所 导出 的 . 
考虑 由 


t t 
Y _ | 2 ~ 
M. -|/ ol(s,Ys dW 和 M; - 0(s, Zs)dW,, 
定义 的 (P，{t 上 zz0) - 蒜 ， 相 关 的 二 次 变 差 过 程 是 
t 
[MY ]， = |/ o“(s,Ys)ds 和 [M2), = / G(s, Zs)ds. 
0 0 
显然 {MY 上 zz0 与 {MZ hzo 是 不 独立 的 ， 确定 它们 之 间 相 关 性 的 一 种 方 协 方差 
法 是 通过 它们 的 协 方差 来 确定 ， 显 然 ，{(MY + M2)jt>o 和 {(MY -MZ2)}ewo 
部 是 (PP,{ 三 }1>0) - 蒜 ， 它 们 相应 的 - :次 变 差 为 
t 
[MY + Ml]: = 上 (a(s, 8) 土 5(s, Zs)) ds. 
0 
我 们 对 过 程 {Ad MF ]}t>o 感 兴趣 ， 用 配 极 交换 来 处 理 它 : 


1 
MY MF = 了 (GUY + MY — (MY ~ MEY). 
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取 期 望 ， 

E[AMf M/] = 5| / (G(s8,¥) + 6(s, 2)2ds — / (ols,Y,) -6(s, 2))"ds| 
- | ol(s, YS(s, z.)ds| 

记 


t 
[MY, M2]: = 上 o(s, Y,)5(s, Zs)ds. 
0 


由 于 对 (P，{ 磊 jz0) - 款 来 说 ，{M 一 [Mj]}szo 是 一 个 (下 ，{ 万 }2o) - 蒜 ( 习 
题 15)， 再 次 利用 配 极 交换 ， 我 们 看 到 {M2 M# 一 [MY ,M2]:},、o。 是 一 
个 正 ，{Fejtzo) - 蒜 
更 一 般 地 ， 考 虑 由 不 同 的 布朗 运 动 (但 不 必 是 独立 的 ) 推导 出 的 随机 微分 
方程 . 例如 ， 假 定 
dY: = u(t, Yi)dt + olt, Yi )dW, 
dZi = Llt, Zi)dt + 6(t, Ze dW, 


这 里 ， 对 某 个 0 < p< 1，E[(Wi 一 Ws)(Wi 一 W,)] = p(t 一 s)， 这 意味 着 推导 
这 两 个 方程 的 布朗 运动 是 正 相 关 的 ， 一 个 增加 另 一 个 也 随 之 增加 ， 但 它们 不 
是 完全 相同 的 ， 像 以 前 一 样 精 确 地 定义 MY 和 MZ， 并 再 次 用 配 极 交换 来 研 
究 MY M2. 记 

[Mi MY ] = 7 (IMY +M”]:— [MY — M32]:), 


并 利用 二 次 变 产 的 定义 ， 


Ar) 一 1 
MY, MJ = lim 2 (Mi, — Msi, )(ME,, — M#). 
在 我 们 的 例子 中 ， 假 者 c 和 6 是 连续 的 ， 则 有 


Ar) 一 1 


[MY ,AM2]， 一 sn,o 2, o(t;, Ye )o(t;, Zt; ) (Wi,, 一 Wi )(Wi,,, 一 Wi,), 
并 通过 模仿 定理 4.2.1 的 证 明 中 的 讨论 ， 得 到 
t 
MY, M2]; = 上 ol(s, Y,)6(s, Zs)pds 
0 


定义 4.4.1 对 连续 的 (P, {FF}:>0) - 款 {Mi }>0 和 {Ni}is0 


[M, Nj 全 2([M 十 N]， — [M -Mi 
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称 为 M 和 NN 的 相互 变 差 或 共 变 过 程 . 
当然 {[M, Mj]}tzo 是 与 {Mi}tzo 有 关 的 二 次 变 差 过 程 . 在 定义 4.4.1 的 
记号 中 ， 帮 记 6(7) 为 [0,4 的 一 个 一 般 分 割 ， 则 


Ar) 一 1 
LAd， AN 一 sm 2 (Mi Ms; }( Ni, ,1 一 Ni ). 
现在 ， 我 们 具有 了 为 处 理 半 讲 的 积 所 需 的 技巧 . 
定理 4.4.2 (分 部 积分 ) 如 果 寺 = 十 47 和 及 = MF 十 A2， 这 
里 {Mi ji>0 和 {MF]t>0 是 连续 的 (PP，{ 厂 ji>0)- 装 ， 且 {AY }1>0 和 {Af}i>0 
是 连续 的 有 界 变 差 过 程 ， 则 
d(¥i2) = YidZi + ZidY: + df[M’Y, MY. 


证 对 (下 +2G 2 和 22 应 用 伊 芯 公 式 ， 并 从 第 一 项 中 减 去 后 两 项 即 
获得 结论 . 口 
例 4.4.3 假设 一 种 资产 的 英镑 价格 服从 随机 微分 方程 


dS = HSidt + o1SidWi 
且 t 时 刻 工 英 镑 的 美元 价值 是 亚 ,， 这 里 
dE: = /2 下:dt + odW. 
则 {Wijzzo 和 {Wi}izo 是 下 布朗 运动 ， 且 
E[(Wi ~ W,)(Wi ~ Ws)| = p(t —s) 


对 一 些 常 数 p > 0 成 立 . 

如 条 在 英国 无 风险 利率 是 r+， 在 美国 无 风险 利率 是 s， 分 别 在 英镑 市 场 和 
关 元 市 场 中 寻找 对 于 资产 的 贴现 价格 的 随机 微分 方程 .参数 取 何 值 时 资产 的 贴 
现价 格 在 各 自 的 市 场 中 是 蒜 ? 

解 ” 在 英镑 市 场 ， 记 {S91}i>0 为 股票 的 贴现 价格 ， 即 5 = e "9S:， 由 于 也 
数 e~"t 有 有 界 变 差 ， 则 由 分 部 积分 公式 得 


dS, 一 一 re "Sdt 十 e "tdS, 
= (Hi 一 7r)Sedt 十 o19:dWi. 


企 英 镑 市 场 ， 这 是 资产 的 贴现 价格 满足 的 随机 微分 方程 ， 它 的 解 是 款 当 且 仅 
当 Hi =7. 


一 个 随 
机 富 比 
尼 定 理 
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记 {Xijtz0 为 资产 的 美元 价格 ， 则 Xi = 玖 S:， 再 次 由 分 部 积分 得 ， 
dX = EdS: + SidE, + o102ErSpdt 
= (ji+ popoo2) Xidt + ol XdWi + oo XdW. 
在 美元 市 场 中 ， 资 产 的 贴现 价格 用 {Xj}tzo 表示 ， 则 有 
dX = (11 + 12 + po102 ~ s)Xidt + orXdW: + oo XdW,. 
在 美元 市 场 中 ， 贴 现价 格 是 一 个 款 当 且 仅 当 
HI1 十 La2 十 polco 一 3 三 


注意 到 ， 资 产 的 贴现 价格 极 可 能 在 某 个 市 场 中 是 蒜 但 在 其 他 市 场 中 却 
不 征 轩 ， 当 在 外 汇 交 易 市 场 中 对 期 权 定 价 ( 见 5.3 节 ) 或 对 双重 货币 工具 定 
价 (网 7.2 节 ) 时 ， 记 住 这 点 是 很 重要 的 . 口 

用 一 个 更 重要 的 结论 来 结束 本 节 ， 这 就 是 “随机 富 比 尼 定 理 ”， 它 允许 我 
们 交换 随机 积分 与 古典 积分 的 次 序 . 第 6 章 习题 23 中 在 定价 与 某 些 路 径 相关 
的 变异 期 权时 ， 我 们 将 需要 这 个 结论 . 

用 一 个 非 贡 特殊 的 形式 表述 这 个 定理 ， 它 足以 满足 我 们 的 需要 ， 更 一 般 的 
形式 看 Ikeda & Watanabe(1989) 的 文章 . 

定理 4. 和 .4 令 (0,,{ 矿 >0,P) 是 一 个 过 滤 概 率 空 间 ， 并 令 {Mi]ji>o 是 
一 个 连续 的 ( 卫 ,{ 产 jizo) - 蒜 ， 且 Mo = 0. 假设 ®B(t,7,w): 有 RL x 了 有， x 2 一; 展 
是 一 个 有 办 的 { 户 jit>o- 可 料 的 随机 变量 ， 则 对 每 个 固定 的 全 > 0， 


t t 
1 /aerolonodrd = 人 / PB(s,7,w)lion(r)d Mdr. 
DO J 区 让 0 
例 4.4.5 假定 {Wi }ts0 是 一 个 ( 正 ， {Fi:}>0)- 布朗 运动 . 计算 
t 
Ys < | Wdr 
0 


的 期 型 和 方差 . 
解 ”古典 窗 比 尼 定 理 告诉 我 们 


E[Yi] = E| / Wdr| = / EIW,ldr =0. 


困难 之 处 是 计算 E[Y?]. 令 B(s,7,w) = lo,ri(s)， 利 用 随机 富 比 尼 定 理 得 ， 


t t 人 
Y = / Wdr = [ | ldW,dr 
0 0 vD 


/ / 1drdW，  ( 富 比 尼 定 理 ) 


/ 中 — s)dW.. 
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现在 利用 伊藤 等 距 ， 我 们 能 计算 正 [Y”] 为 


evel=E[(/ (£— sdws) |=/ -sas= Be 


4.5 ”Girsanov 定理 


为 了 在 Black-Scholes 框架 下 定价 和 对 冲 ， 我 们 将 需要 两 个 基本 的 结论 . 第 
一 个 结论 允许 我 们 变换 概率 测度 ， 使 得 资产 的 贴现 价格 是 蒜 . 回忆 在 离散 情 
况 下 ， 一 内 有 一 个 这 样 的 蒜 测 度 (martingale measure)， 期 权 的 定价 便 归 结 为 
在 此 测度 下 计算 数学 期 望 . 在 连续 情形 下 ， 不 再 可 能 通过 线性 代数 找到 蒜 测 
度 . 虽然 如 此 ， 在 表述 连续 时 间 结 论 之 前 ， 我 们 仍然 采用 二 项 式 树 模 型 . 

使 用 第 2 章 的 记号 ， 假 设 在 概率 测度 P 下 ， 若 i6t 时 刻 的 资产 价值 已 
知 为 5;， 则 它 在 (i 十 1)5t 时 刻 的 价值 以 概率 p 变 为 Siu， 且 以 概率 1 一 p 变 
为 Sid. 

正如 第 2 章 中 看 到 的 那样 ， 令 @ 是 概率 测度 ， 如 果 在 此 概率 测度 下 ， 
土 跳 的 概率 为 9= (1 一 qd)/(w 一 d)， 下 跳 的 概率 为 (w 一 1)/(w 一 d)， 那 么 过 
程 {Si}osigN 是 一 个 Q@- 鞭 . 

可 以 把 测度 @ 看 作 是 测度 P 的 一 个 重新 加 权 (reweighting)， 例 如， 考虑 
一 项 式 树 的 一 个 路 径 50, S51,.… , S;， 在 卫 下 它 的 概率 是 pW(1—p)i-ND, 其 
中 NO) 是 这 个 路 径 中 上 跳 的 次 数 ， 在 Q@ 下 它 的 概率 是 LipN 蚊 (1 一 人 和 NG)， 


其 中 
/gq\NG /1 — gyi-N() 
Li = (5) (3 二 
显然 ，L; 依赖 随机 过 程 通过 二 项 式 树 的 路 径 ， 它 本 身 可 被 认为 是 一 个 适应 
于 o - 域 流 {Fi}oxcigwN 的 随机 过 程 . 而 且 ， 邦 Si/Si_i 二 4， 则 Li/Li_1 一 
q/p; 右 Si/Si-i = 二 d， 则 Li/Li-1 = (1 一 g)/(1 一 p)， 因 此 


PI IF LE ni 
” Fi = La (ps + pi) = Li-1. 


换 侣 话 膏 ，{Li}jocixwN 是 一 全 (P,{Fi}ogxigN) - 轨 ， 且 EjL;] = Lo = 1. 
如 采 想 计算 Q -测度 下 的 一 种 权益 的 期 望 值 ， 则 由 下 式 给 出 


E®[C] = Er[LyO]. 
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记号 : 我 们 获得 了 Q 关于 P 的 Radon-Nikodym 导 数 (Radon-Nikodym 
derivative)， 习 惯 上 记 为 


dQ 
dP ls, 

我 们 已 经 证 明了 拷 测 度 变 换 的 过 程 可 被 视 为 在 原来 的 测度 下 下 路 径 概 
连续 情 率 关 于 一 个 正 的 期 望 为 1 的 P- 著 的 重新 加 权 . 这 种 关于 一 个 正 款 的 重新 加 权 
形 下 的 的 程序 可 以 拓展 到 连续 集 ， 我 们 现在 的 目标 是 研究 这 样 的 重新 加 权 对 了 PP- 布朗 
测度 变 运动 的 分 布 有 何 影响 . 随后 ， 它 能 使 我 们 选择 正确 的 重新 加 权 ， 以 便 在 新 测度 
换 下 用 这 种 方法 获得 的 股票 的 贴现 价格 是 一 个 著 . 
定理 4.5.1(Girsanov 定 理 ) 假定 {Wi}so 是 一 个 P- 布朗 运动 ， 其 自 

然 o - 域 流 是 { >o0， 上 且 {0:}>0 是 一 个 { 大 >o- 适应 过程 ， 使 得 


E| ex (5 [ gdt) < co 
Lt -op(- /oam -3 /024s) 
z 0 0 


并 且 令 Pt(Y) 是 由 下 式 定义 的 概率 测度 


L; = 


Pp(D)IA) = | Li(w)P(dw). 


则 在 概率 测度 PP(5) 下 ， 由 下 式 定义 的 过 程 {WA}octcT 


1 
Wi = Wi + 上 bsds 
0 


是 一 个 标准 的 布朗 运动 . 
记 写 : 志 


qd) 


dP | 
(Lt 是 Pt) 关于 下 的 Radon-Nikodym 导 数 .】 


一 一 t* 


注释 

1. 条 件 z 

E| emp (i/ geat ) < CO， 

吏 古 已 知 的 Novikov 条 件 ， 它 足以 保证 {Lijizo 是 一 个 (P， {上 >0) - 默 . 办 
为 Li 显然 为 正 且 期 望 为 1， 所 以 下 CC) 确实 定义 了 一 个 概率 测度 . 
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2.， 正如 离散 情形 一 样 ， 如 果 两 个 概率 测度 有 相同 的 零 概率 测度 集 ， 那 么 
它们 等 价 ， 显然 ，P 与 P( I 等 价 . 
3， 如果 想 要 计算 关于 PC2) 的 期 望 ， 我 们 有 


RE [¢:] = El@eL]. 


更 一 般 地 ， 了 
EP [加 | 大] =E 生产 


这 将 是 期 权 定价 的 基本 原理 . 口 
延明 思路 ”已 经 说 过 {Lij>o 是 一 个 (P，{ 太 ji>0) - 鞭 ， 我 们 不 详细 地 证 

明 它 ， 但 需要 通过 寻找 L; 满足 的 随机 微分 方程 来 获得 支持 它 的 依据 ， 我 们 分 

两 个 阶段 来 做 ， 首 先 ， 定 义 


t 1 t 
VA 一 -/ gd,dW, 一 ; / 02ds. 
0 2 Jo 


dZ: = -bd — ;02dt. 
对 Li = exp(2Z4) 应 用 伊藤 公式 . 


|. 


则 


dL: = exp(Zi:)dZi + > exp(24)02dt 
一 此 exp(Z:)dW: 一 —0.LdW. 


现在 ， 利 用 定理 4.4.2 的 分 部 积分 公式 求 出 WAL; 满足 的 随机 微分 方程 . 因为 


dt = dy 0,dt. 
di = 本 (dpidTCO + dM ,MT 
WDdL + LidWi + Libedt — 0,Ldt 
(二 -ed 


俱 定 足够 有 界 (由 假设 条 件 知 这 是 可 以 保证 的 )， 则 {WLijsyo 是 一 
个 正 - 蒜 ， 且 期 望 为 0。 因 此 ， 在 测度 PCD 下 ，{W/ 中 jiso 是 一 个 蒜 

在 定理 4.2.1 中 已 经 证 明 {Wijzo 的 二 次 变 差 P 概率 为 1 地 满足 [Wl = 
上 ， 因 为 概率 测度 P 与 PC) 等 价 ， 所 以 ， 它 们 有 相同 的 1 概率 测度 集 ， 因 
此 {Wi}izo 的 二 次 变 差 也 P(Z) 概率 为 1 地 满足 IW (DJ = t， 最 后 ， 由 布朗 
运动 的 莱 维特 征 (定理 4.3.5)， 知 {Wswo 是 一 个 驰 ()- 布朗 运动 ， 结 论 得 
让 . 口 
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现在 让 我 们 在 实际 例子 中 应 用 它 . 
例 4.5.2 令 {Xiji>0 为 漂移 的 布朗 运动 过 程 
At = OoWii+ Ht, 
其 中 {Wihizo 是 一 个 P- 布朗 运动 ，a 和 凡是 常数 ， 求 一 个 测度 ， 使 得 在 此 测 
度 下 {Xtjizo 是 一 个 蒜 . 
解 ” 取 8 = 4/o， 在 定理 4.5.1 中 的 了 下 ， 可 知 本 人) 二 Wi 十 Lt/o 是 


一 个 布朗 运动 ， 则 X: = oW( 是 一 个 有 标 度 的 布朗 运动 
注意 ， 例 如 


E [X2Z] = E [o*W? + 20ptWi + pt2] = ct 十 12t2， 


PE [X?] =E? [co?(W{")?] = o2. D 


4.6 布 表 默 表 示 定 理 


令 (大 {上 >0,P 了 ) 是 一 个 过 滤 概 率 空 间 ，{Wihzo 是 一 个 (P，{ 天 上 >0)- 
布 表 运动 ， 我 们 看 到 如 果 f(t,w) 是 一 个 {五 上 iz0- 可 料 的 随机 变量 ， 且 对 每 
个 t 综 0,E[f*(t,w)] < co， 则 


M, 全 上 f(s, wdW, 
0 


不 一 个 (下 ，{ 瑚 }tzo) - 蒜 ， 自然 要 问 是 否 还 有 其 他 的 情况 . 

正如 在 离散 情形 中 一 样 ，. .项 式 表示 定理 允许 我 们 将 蒜 表 示 为 “离散 的 
随机 积分 ”， 因 此 这 里 布朗 蒜 表 示 定 理 告诉 我 们 ， 所 有 (好 的 )( 耻 ，{ 天 }t>o) - 
织 都 能 锌 表示 为 伊 功 积分 .这 个 结果 有 时 也 被 称 为 可 料 表示 性 质 (predictable 
Tepresentation property)， 它 是 连续 情形 下 对 冲 的 关键 . 

定义 4.6.1 一 个 (P, {Ft}t>0) - 著 {JMi}szo 称 为 是 平方 可 积 的 ， 如 果 


E[|Mi|*] < co， 对 每 个 t>0. 


定理 4.6.2 (布朗 蒜 表 示 定 理 ) 令 {五}jiwo 表示 P- 布 朗 运动 {Wi }>0 
的 自然 o - 域 流 ，{JMi}i>o0 是 一 个 平方 可 积 的 (P，{ 厂 jiw0) - 著 ， 则 存在 一 
个 {五}tzo- 可 料 过 程 { 人 和 上 >o， 且 它 的 下 概率 为 1， 


t 
Mi 一 Mo + 0.d 玫 7 
0 
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证 明 思 路 ”对 某 个 固定 的 卫 ， 只 考虑 te [0, 了 | 的 情形 . 第 一 步 ， 对 茶 些 
可 料 过 程 {bs。j}oxs<z, 证 明 任意 满 正 IF2 < oo 的 下 € fr 可 表示 为 


7 
F = EI +/ ,dW, (4.17) 
0 
记 9 为 能 通过 这 种 方式 表示 的 所 有 F 构成 的 线性 空间 ， 对 任意 的 Fe 9， 
了 
EIF?] = EP? + 了 | 上 gds |. (4.18) 
0 
这 保证 了 如 果 我 们 取 9 中 的 随机 变量 的 序列 {五 ,}%w>1， 它 满足 
E[(F, — Fn) 0 当 n,m 一 oo， 
那么 它们 的 极限 也 在 9 中 .现在 由 伊 芯 公 式 ， 对 任意 的 简单 函数 
f(s) = 》 ai(w)l (9)， 
1 二 1 
如 条 定义 
J 全 exp (/ f(s}dW, -3/ 1 f(s )?ds ) 
则 
t 
ef =1+4 / f(s)ef dW,. 


换 句 话说 ， ef < 9. 现在 我 们 通过 ef 的 线性 组 合 来 近似 任意 满足 E[F?] < oo 
的 下 € fr 而 看 到 ， 由 于 所 有 这 样 的 F 都 在 9 中 ， 因 此 它 可 以 表示 成 (4.17) 
式 . (4.18) 本 身 保 证 了 如 果 这 种 表示 对 两 个 不 同 的 可 料 过 程 {0s}o«sgT 
和 {yVsjoxsssz 均 成 立 ， 则 


s| [0 pad _o 


现在 用 轩 {Mi}oxtsT 代替 已 e 万 ' 来 完成 证 明 ， 这 步 比 较 初 等 ， 因 为 Mi = 
E[AMz| 甩 ]， 对 Mr 应 用 这 种 表示 ， 然 后 两 边 取 (条 件 ) 期 望 得 


| 


. t 
EIMr]+ 人 0,dW.,. UU 
0 


了 
= EMrF] = EIMr] +E| | 0sdW, 


j 


详细 证 明 参 见 Revuz & Yor (1998). 
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注释 

1， 蒜 表示 定理 告诉 我 们 ， 这 样 的 { 产 }t>o- 可 料 过 程 {0,}>o 存在 ， 不幸 
的 是 ， 不 像 . :项 式 表 示 定 理 那 样 ， 它 的 证 明 不 是 构造 性 的 . 第 5 章 中 在 对 冲 期 
权 方 面 应 用 它 时 ， 我 们 将 不 得 不 做 更 加 艰难 的 工作 ， 来 实际 产生 一 个 可 测 过 程 
的 显 式 表 达 式 . 

2， 注 意 到 蒜 {AMWijtizo 的 -次 变 差 满足 d[M]: = 2dt， 如 果 有 两 个 布朗 
缺 {TMLC} >o 和 fo， 假 车 dfM 中 /dt 不 等 于 0，i=1，2， 那 么 蒜 表 
示 定 理 告诉 我 们 ， 它 们 中 的 每 一 个 是 另 一 个 的 做 了 局 部 改变 的 变形 . 口 


4.7 为 何 采用 几何 布朗 运动 


现在 我 们 有 了 主要 的 结论 ， 这 些 结论 允许 我 们 在 基于 布朗 运动 的 股票 市 场 
局 型 中 定价 和 对 冲 ， 除 了 提出 在 无 套利 情形 下 股票 价格 的 路 径 应 该 是 粗糙 的 之 
外 ， 我 们 根本 没有 提出 采用 这 种 模型 的 原因 . 在 这 短 短 的 一 节 中 ， 我 们 利用 布 
天 运动 的 莱 维 特征 来 导出 金融 数学 中 的 基本 参考 模型 几何 布朗 运动 . 

首先 粗略 地 描述 一 下 巴 舍 利 耶 对 布朗 运动 模型 的 讨论 ， 巴 舍利 耶 认为 股票 
市 场 个 能 有 任何 有 利于 买方 或 有 利于 卖方 的 偏好 : 

“投机 者 不 要 有 任何 指望 ”. 

这 几乎 束 是 著 性 质 ， 假 定 股票 价格 过 程 有 马尔 可 夫 性 质 ， 他 引入 了 转移 密度 


PlS: € [y,y + dy]|Ss = x] S p(s, t; zx, y)dy. 


如 果 该 动力 系统 在 空间 和 时 间 上 是 齐 次 的 ， 则 对 某 些 函数 g， 有 p (s,t;z,y) = 
qd tt 一 sy 一 Z)、， 接着， 巴 含 利 耶 “推导 ”了 现在 众所周知 的 关于 g 的 查 普 曼 - 
科 尔 莫 戈 罗 夫 方程 ， 并 利用 布朗 运动 的 概率 密度 函数 证 明了 此 方程 是 有 和 解 的 

巴 舍利 耶 的 讨论 是 不 严密 的 ， 但 是 由 布朗 运动 的 菜 维特 征 知道 ， 如 果 在 了 
下 股票 价格 过 程 是 一 个 蒜 ， 那 么 它 的 增 量 有 固定 的 条 件 方差 ， 则 在 P 下 股票 
价格 过 程 必 是 布朗 运动 . 巴 含 利 耶 的 讨论 早 于 爱 因 斯 坦 关 于 布朗 运动 的 著名 工 
作 ， 当 然 也 早 于 维 纳 过 程 的 严格 构造 ， 他 的 贡献 是 相当 卓越 的 

尽管 我 们 不 对 巴 舍 利 耶 分 析 的 数学 结果 进行 辩论 ， 

但 我 们 已 经 放弃 了 用 布朗 运动 作为 模型 ， 现 代 的 方法 采用 了 不 同 的 假设 
条 件 ， 但 我 们 完全 没 必 要 放弃 巴 舍利 耶 的 讨论 ， 他 的 关键 假设 是 股票 价格 过 
程 的 增 量 是 平稳 的 ， 我 们 采用 相对 增 量 (5S; - S$,)/S。 是 不 变 的 来 代替 它 ， 意 
味 着 回报 是 平稳 的 ， 取 对 数 ， 过 程 {log Si}swo 应 该 有 平稳 的 增 量 ， 我 们 并 直 
知道 {log Sjezo 是 蒜 ， 因 此 此 时 我 们 具 能 推出 它 是 布朗 运动 加 一 个 党 数 漂移 
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项 .有 即 

der 一 Lotidt 十 o Srd Wi, 
其 中 {Wihizo 是 一 个 P- 布朗 运动 ， 和 og 为 常数 ， 这 就 是 几何 布朗 运动 模 
型 ， 最 早 由 Samuelson (1995) 提出 . 


4.8 ”Feynman-Kac 表示 定理 


期 权 定 价 的 概率 方法 将 导致 价格 可 表示 为 一 种 权益 关于 一 个 概率 测度 的 贴 
现 的 期 望 值 ， 在 此 概率 测度 下 股票 的 贴现 价格 是 著 ， 在 欧式 看 涨 和 看 跌 期 权 的 
简单 情况 下 ， 能 得 到 价格 的 显 式 表达 式 ， 然 而 ， 对 较 复 杂 的 权益 ， 不 得 不 使 用 
数值 方法 . 一 种 方法 是 重新 回 到 - -项 式 树 模型 ， 另 一 种 方法 是 将 价格 表示 为 一 
个 偏 微 分 方程 的 解 并 求解 ， 例 如 ， 有 限 差分 方法 . 实际 上 ， 对 欧式 期 权 来 说 ， 
二 项 式 树 方法 相当 于 求解 Black-Scholes 偏 微分 方程 的 有 限 差分 方法 .这 些 数 
值 方 法 请 参 网 Wilmott，Howison && Dewynne (1995)， 这 里 ， 我 们 简单 地 建 
立定 价 衍 生产 品 所 采用 的 偏 微分 方程 方法 和 概率 方法 之 间 的 关系 . 

价格 可 表示 为 一 个 偏 微分 方程 的 解 ， 这 一 事实 是 随机 微分 方程 和 某 种 擅 
物 型 但 微 分 方程 紧密 相 联 的 结果 . 

定理 4.8.1 yman Kae 随机 表示 定理 ) 假设 函数 下 满足 边 值 问题 


Pr z) = B(z). 
定义 {Xitjioxtsz 为 如 下 随机 微分 方程 的 解 ， 
dX = p(t, Xi)dt + o(t, Xi dWs, OgtgT 
其 中 {Wijizo 是 测度 了 下 的 标准 布朗 运动 ， 如 果 


[ xl(ot, x Xx)) Jas < 00, (4.20) 


| 六 =—(t,7) + nA(t, z) 元 ~( Z) 十 二 02 人 T) Fa 号 (ba =0, St 和 1 (4.19) 


F(t,7)= E [$(Xr)|X: = zx). 
证 对 {fF(s, 半 ,)]t<sgT 应 用 伊 膝 公 式 ， 有 
PT, XT) = F(t, Xi) 


+ 三 { 守 3 (sXe) + p(s Xs) ~ (s,X,) + 30°(s, Xs) SS (5, Xs)}ds 


+/ os, Xs) SE (s, Xo) dW (4.21) 


解 PDE 
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利用 假设 (4.20) 和 定理 4.2.7， 


“ OF 
E | ol(s, Xs) 7 (s; Xs)dW, 


从; -= 二 0， 


103 而且 ， 由 于 万 满足 (4.19)， 所 以 (4.21) 右边 的 定 积 分 为 0， 因 此 取 期 望 ， 


E[F(T, XT)|X: = 2) = F(t, 2), 


将 F(T, XX7T) = B(X7) 代入 即 得 所 需 结 论 . 口 
例 4.8.2 求解 
oF 108 _, 
| 配 752 一 (4.22) 
F(T,2) = B(x). | 


解 ”对 应 的 随机 微分 方程 是 
dX: = dWi. 
因此 ， 由 Feynman-Kac 表示 定型 有 
F(t,7x) = EI (Wr)|Wi = zl. 


实际 上 我 们 已 经 知道 了 这 个 结论 ， 在 3.1 节 中 我 们 写 出 了 布朗 运动 的 转移 密度 
限 数 为 


1 (zy)’ 
它 给 出 
ElB(Wr)lW, = 可 = | p(T -tz,y) Ey)dy 
为 了 检验 它 是 否 真 的 是 解 ， 对 它 求 导 并 利用 (4.23) 给 出 的 p(t, x,y) 是 下 面 方 
程 的 基本 解 的 事实 ， 
au 192u 
Bt 20zr2， 
104 可 得 到 (4.22). 国 
科 尔 莫 利用 Feynman-Kac 表示 定理 ， 可 以 得 到 偏 微分 方程 ， 它 可 通过 其 他 随机 
戈 罗 夫 微分 方程 的 解 的 转移 密度 函数 来 求解 . 
方程 假设 
四 从， 一 u(t, Xdt 十 olt, Xi )d Wi. (4.24) 
对 任意 集 B， 令 


pB(t, xX; 1, y) 全 PIX7 和 BIX: 一 7| 一 Ellp (Xr)|X, 一 zr|. 
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利用 Feynman-Kac 表示 定理 [服从 可 积 条 件 (4.20)] 求解 : 


-pe (t,x; T,y) + App(t, Zz; T,y) = (4.25) 
pB(T,7£) = lp(7). 


这 里 3 ) 
hj 了 = pb on) (bm) + 0°62) SE (tz) 
记 |B| 为 集 B 的 勒 贝 格 测度 ， 过 程 {Xs}。>0 6 转移 省 度 为 


] 
t,7r:T,y)E lim —PXr € BIX, = xl. 
p( y) 三 1BI=> 501B| P| 1 t | 


由 于 方程 (4.25) 是 线性 的 ， 因 此 我 们 证 明了 下 面 的 引 理 . 
引 理 4.8.3 ”假设 条 件 (4.20) 成 立 ， 随 机 微分 方程 (4.24) 的 解 {XX。}s>0 的 
转移 密度 浮 数 是 


2(, T;T,y) + Aplt, x; T,y) = 
p(t,T;T,Yy) 67) 当 to 1 (4.26) 


的 解 . 

方程 (4.26) 十 倒 向 科 尔 莫 及 罗 夫 方程 (Kolmogorov backward equation)[ 它 
对 “时 间 倒 问 ” 变 量 (t,x) 进行 运算 ]， 算 子 4 称 为 过 程 {X。}。>o 的 无 穷 小 生 
成 元 (infinitesimal generator). 


我 们 也 可 以 获得 关于 前 向 (forward) 变量 (T,y) 的 方程 . 
引 理 4.8.4 在 上 面 的 记号 中 ， 
0 
BT (0 7;T,9) = A'plt, 2;T,y) (4.27) 
这 里 
A*f(T,y) = (A(T y)f(T, y)) 十 > > 二 已 (og2(¢, Y)fF(T,y)). 


局 发 性 解释 ”我们 不 证 明 该 引 理 ， 但 要 给 出 一 些 说 明 . 利用 过 程 {Xt}i>0 
的 蕊 尔 可 夫 性 质 ， 对 任意 的 TT>r>4， : 


plt, x; T,y) = | p(t, 2;7, 2)p(r, 2; Ty)dz. 
关于 r 求 导 并 利用 (4.26)， 


”0 
/ {FPC T;7, Z)p(7, 2; Ty) + p(t, x;r, 2)Ap(r, z;T, Wa = 0. 
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对 第 一 项 分 部 积分 得 
/ {FP Zi 7， z) 一 4 PbZi7 z) bp(r, z;T,y)dz = 0. 


对 所 有 的 全 > 此 式 均 成 六， 如 果 当 我 们 改变 全 时 pl(7,z;T,y) 提供 了 足够 多 
的 函数 类 ， 则 它 意 味 着 该 结论 成 六. 口 
方程 (4.27) 是 过 程 {X。}。>o 的 前 向 科 尔 莫 名 罗 夫 方 程 (Kolmogorov for- 


ward equation). 
例 4.8.5 求 出 几何 布朗 运动 的 前 向 和 倒 向 科 尔 英 号 罗 夫 方 程 . 
解 ” 随 机 人 微分 方程 是 


dS: 一 LSedt 十 Id 
将 它 代 入 前 同方 程 得 
Op . _120,， . 9 . 
FT (bt; y) 一 DC Ov? (y p(t, ,， 1, y)) Har (YPlt, ;1, y)), 


代入 倒 同 方程 得 


0 1 0* 0 
A T,y) = 一 了 0272 二 与 (全 y) 一 pz 元 
此 过 程 的 转移 密度 函数 是 对 数 正 态 分布 密 度 函 数 ， 即 


1 of Og/r)-(p- $0)T-t)) ) 
0OYVV27(T 一 如 2a2( 了 一 过 


t, x; T, y). 


p(t, x; T,y) = 


例 4.8.6 假设 {Xi}iso 是 方程 
dX = p(t, Xi)}dt + olt, Xi dWi, 
的 解 . 这 里 {Wi}tz0 是 P- 布朗 运动 . hk: 腿 | x 取 一 及 和 征 : 了 一 及 是 给 定 的 
确定 浮 数 ， 求 函数 
T 
F(t,7X) 全 EE [ap ( 一 / k(s, Xs)ds )B(XT)|X, 一 | 
t 


满足 的 偏 微 分 方程 ，0 < t < 工 . 
解 显然 F(T,7X) = BB(z)， 类 似 于 Feynman-Kac 表示 的 证 明 ， 我 们 必须 
去 验证 。 
Zs = exp ( 一 | klu, Xu)du ) Fl(s, X,) 
t 
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是 个 动力 系统 . 注意 到 如 果 XX = z ,{2sjisssT 的 选择 为 

一 F(t, Zz) 一 ElZTIX!: 二 x|. 
因此 ，F(t, x) 满足 的 偏 微分 方程 就 是 {Zi}oxssT 满足 的 策 微 分 方程 ，{ 有 jostg7 
是 一 个 识 . 


现在 ， 我 们 的 策略 是 寻求 {2sjisss7z 满足 的 仿 微 分 方程 ,分 两 步 进行 ， 
记 住 t 现 在 是 固定 的 ， 我们 改变 s. 首先 ， 注 意 到 


dl exp ( 时 上 kw Xu)du ) = —k(s, Xs) exp ( - 人 tlw Xu)du )ds 


并 由 伊 膝 公开 
dF'(s, Xs) = (Ss, 六 。 )ds + 二 (es X,)dX, 5 X,)o” 2 Xs)ds 
一 {FG 及。) 十 ju(s, Xs) 元 ~(s, 及 ss) 十 >07(s, X,)S 训 (s, Xo) }ds 


+o(8, X,) 7 (8, Xe)dW,. 
利用 分 部 积分 公式 得 : 
d2Z。 = exp ( — / (uw, Ta， x {{ — k(s, Xs)F'(s, X,) 
+ X。) + p(s, Xs) 元 ~(s, Xo) + 02(s, Xo) ha s 
ole 
现在 我 们 可 以 得 到 解 ， 由 于 {Zi<sg<T 是 一 个 贰 ， 所 以 FF 必定 满足 : 


oF OF 1 ， OF 
5 (s, Tz) 十 As, T) 7 (s, 7) + 50 (s, 7) F732 (8, 7) — k(s, T)F(s, 7£) = 0. OD 


站 囊 


1. 令 {五 iz0 表示 与 标准 P- 布朗 运动 {Wi}:so 有 关 的 自然 o - 域 流 . 用 9 = 
f(t, Wi) 定义 过 程 (Se}e>o- 如 朱 St 是 一 个 (P, {上 >z0) - 蒜 ， 那 么 ff 必须 满足 什么 
方程 ?如果 v 二 ac“ = 二 0， 利用 你 的 答案 检验 


Sr 一 exp(zt 十 oW:) 
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是 一 个 蒜 . (参看 引 理 4.3.3). 
2， 称 函数 f 在 [0,T] 上 是 利 普 希 茨 连续 的 (Lipschitz continuous)， 如 果 存 在 一 个 
常数 C > 0， 使 得 对 任意 t,t & [0, Tj， 有 


f(t) — f(t) < Clt —tl. 


证 明 利 普 希 茨 连续 函数 有 有 界 变 差 ， 且 在 [0, T] 上 有 零 2 - 变 差 . 

3. 令 {Wijtzo 表示 P 下 的 标准 布朗 运动 ， 对 [0, 了 T] 的 一 个 分 割 7 ， 记 6(7) 为 
分 割 的 网 格 ，0 二 to < < 之-… <tvwor 三 人 为 分 割 区 间 的 端点 ， 计 算 

(a) 


N(x)—1 
ee D> Wen ~ Wo) 
0 
(b) 
人 六 (mr) 一 1 1 
0 Ws o dWs 全 sm, 2 5 (Wes + Wi ) (Weiss 一 We;). 
0 


这 是 [0, 了 上 {Ws}sz>o 关于 自身 的 斯 特 拉 托 诺 维 奇 积分 (Stratonovich integral). 

4.， 假设 蒜 {AMtjoxstigr 有 有 举 二 次 变 差 ，{ Ai}oxtxT 是 利 普 希 茨 连 续 的 . 令 9: = 
Mi 十 At， 类 似 于 定义 4.2.2， 定 义 [0,T] 上 {Si}oxtsT 的 二 次 变 差 为 随机 变量 [Slz， 
使 得 对 [0, 了] 上 的 任意 分 割 序列 {mnjwy1， 且 当 nn 一 00 时 ，65(r) 一 0， 
N(7) 


| 


>》 | St Sj |” —[S]7 
了 一 工 
证 明 [Sjr =: [Mi]z. 


5， 如 果 f 是 一 个 简单 函数 ，{Wi}szo 是 一 个 『P- 布朗 运动 ， 证 明 由 伊 芯 积分 


2 
[=° 汉 7 一 co， 


m= | f(s,W,}dW, 


给 出 的 过 程 {Mi}:>o 是 一 个 (P，{ 此 >0) - 蒜 . 
6， 如 果 {Wi}eso 是 一 个 P- 布朗 运动 ， 证 明 


el(f waw) | = | Elwalas 


(如 果 和 需要 Wi 的 答 母 函数 ， 可 以 采用 习题 10 的 结果 .) 


7. 像 通常 一 样 ，{Wi}:>o 表示 P 下 的 标准 布朗 运动 ， 利 用 伊藤 公式 写 出 下 列 量 
的 随机 微分 方程 . 


(a) Yt 一 Wa, 
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(b) Yi = exp(oWs - 502) 

(cj) YY = tWi. 

问 哪个 是 (P, {Fe zz0) - 蒜 ? 

8. 采用 以 泰勒 展开 式 为 基础 的 论证， 检验 对 斯 特 拉 托 诺 维 奇 随 机 积分 来 说 ， 链 式 
法 则 采取 了 古典 (牛顿 ) 链 式 法 则 的 形式 . 

9， 模 仿 例 4.3.2 的 计算 证 明 如 果 {Wi>o 是 概率 测度 正 下 的 标准 布朗 运动 ， 
则 EIW#E] = 3t2. 

10. 令 {Wihtzo 表示 P 下 的 标准 布 表 运动 ， 定 义 Zi = exp (oaW:). 利用 伊藤 公式 
号 出 Zi 满足 的 随机 微分 方程 ， 因 此 求 出 mm 人 全 了 [2 满足 的 常 (确定 的 ) 微分 方程 ， 
并 通过 求解 它 来 证 明 , 

Elexp(oWi)| = exp ($$?) . 


11， 令 {Wij}t>o 表示 P 了 下 的 标准 布朗 运动 ，Ornstein-Uhlenbeck 过 程 {Xi}i>o 是 
妇 之 万 方程 
dXt: = —QaXr:dt+ d Wi, Xo 二 工 . 


的 惟一 解 . 这 个 方程 最 初 是 作为 对 于 悬浮 在 液体 里 的 粒子 速度 的 一 个 简单 的 理想 模型 而 
引入 的 ， 在 金融 中 ， 它 是 利率 的 Vasicek 模型 的 一 个 特殊 情况 (见习 题 19)， 证 明 


t 
X, .一 —t 一 性 上 “sqW,, 
z e 人 十 ee / e 
并 利用 这 个 表达 式 计算 X 的 期 望 和 方差 . 
12. 利率 的 Cox-Ingersol-Ross 模 型 假定 利率 r 不 确定 ， 但 它 满足 随机 微分 方程 
dr: 一 (a 一 Bre}dt 十 oriedWi, 


这 里 {Wi}i>o 是 标准 P- 布朗 运动 ， 这 个 过 程 被 认为 是 平方 贝 塞 尔 过 程 . 在 a = 0 时 ， 
求 {Yrz}:>o 满足 的 随机 微分 方程 . 
假设 {u(t)}:>o 对 某 些 常数 9 > 0 满足 常 微分 方程 


du jy ， Ce 2 _p 
a ) = —Bult) — 3 u(t) ; u(0) = 0. 


固定 工 > 0， 仍 然 假定 a = 二 0,， 对 0<t<T, 求 
Elexp(—u(T ~ t)r:)) 


满足 的 微分 方程 . 因此 计算 rz 的 期 望 和 方差 ， 并 计算 Plrr = 0]. 
13， 利 率 的 Black-Karasinski 模 型 是 


1 
dri 一 oredWi 十 (9 十 本 cf 一 ct log re ridt, 
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这 里 {Wt}:>o 是 标准 P- 布朗 运动 ，ct 90: 和 at 是 时 间 的 确定 函数 ， 特 殊 情 况 下 ，c，8 
和 a 是 常数 ， 求 r:， 使 得 它 是 /ex*dW。 的 函数 . 
14. 假设 在 测度 下 下 ， 
dotr 一 o Std Wi, 


这 里 {Wi}:>o 是 P- 布 关 运动 . 求 


ye/ sa 
/ 
的 期 望 和 方差 . 
15， 假 定 {Adejtzo 是 一 个 连续 的 ( 正 ，{ 五 }zo) - 蒜 ， 且 对 所 有 二 0， EE[MM2] 有 
限 . 记 {[M]i 上 zo 为 相应 的 二 次 变 差 过 程 ， 证 明 M? 一 [Ml 是 一 个 ( 耻 ，{ 疡 io) - 拷 . 


16， 假 设 在 概率 测度 P 下 {Xi}t>o 是 一 个 布朗 运动 ， 其 漂移 率 为 第 数 上， 找 出 一 
个 与 P 等 价 的 测度 P*， 在 P” 下 ，{X}:>0 是 一 个 漂移 率 为 v 的 布朗 运动 . 


17. 令 {天 上 i>o 是 与 P- 布衣 运动 {Wi}:>o 相关 的 目 然 o - 域 流 ,证明 如 果 X 
是 Fr - 可 测 的 随机 变量 ， 且 EIIXI|] < oo0，P* 是 与 P 等 价 的 概率 测度 ， 则 过 程 


M: ES EY [XI 


是 一 个 (P*, {octs<T)- 黑 . 
18， 利 用 Feynman-Kac 随机 表示 公式 求 


lt 四 十 2 (6 rz) =0, 


满足 终 值 条 件 
F(T,7x) 一 2 
的 解 . 


19. 假设 利 兴 7 不 确定 ， 但 它 本 喘 是 一 个 随机 过 程 je 在 Vasicek 模 型 
中 ，{rtjtzo 税 假 定 为 随机 微分 方程 


drr 一 (B 一 az7t jd 十 ocd Wi 


的 解 ， 这 里 ， 像 通 弟 一 样 ， {Wi}zo 是 标准 P- 布衣 运动 . 

求 此 过 程 的 概率 密度 函数 满 下 的 倒 回 和 前 癌 科 尔 莫 戈 罗 夫 方程 ， 当 诗人 一 co 时 ，> 
的 分 布 是 什么 ? 

20， 假 设 v(t,xz) 是 


S(t, 站 十 二 2z22 人 T)—rvt,rz)=0, 0O0<t<T 
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的 解 ， 证 明 对 于 任意 常数 g， 


J 


A 0* 
ve (t, 7) 一 u(t, 去) 


是 方程 的 男 一 个 解 . 利用 Feynman-Kac 随机 表示 定理 给 出 这 个 结果 的 概率 解释 . 


dX, = HL(s, Xs)ds+ol(s, Xs)dWs, 一 也， 
这 里 {WsjxssT 是 P- 布朗 运动 ， 令 kh，B: 下 一 及 是 给 定 的 确定 的 函数 ， 求 
1 
F(t,7) = EIB(XT)|X, 一 加 十 / E[k(X,)|X: = xlds 
t 


满足 的 偏 微分 方程 . 
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lle 


| 


现在 ， 终 于 可 以 利用 需要 的 所 有 工具 对 连续 情形 下 的 Black-Scholes 模型 
进行 定价 和 对 冲 . 首先 给 出 最 基本 的 假设 ， 假 设 市 场 上 有 两 种 有 价 证 券 : 现金 
债 站 和 风险 资产 ， 其 中 风险 资产 价格 遵循 几何 布朗 运动 . 

在 5.1 太 中 ， 我 们 在 Black-Scholes 模型 框架 下 证 明 资 产 定 价 基 本 定理 . 与 
离散 情形 中 的 分 析 一 致 ， 将 给 出 衍生 产品 定价 的 显示 表达 式 ， 成 为 款 测 度 下 贴 
现 的 期 望 收益 ， 和 离散 情形 一 样 ， 也 有 复制 二 步骤 . 在 5.2 节 中 ， 我 们 用 同样 
的 方法 来 研究 欧式 期 权 ， 对 于 简单 的 看 涨 和 看 跌 期 权 ， 能 估计 给 定 的 权益 价格 
的 期 望 ， 通 过 应 用 Feynman-Kac 表示 定理 ， 也 可 以 得 到 在 复制 投资 组 合 里 所 
持 股 票 和 债券 的 显示 表达 式 . 

本 书 余 下 部 分 包含 的 衍生 产品 合约 和 市 场 模型 更 加 复杂 . 着手 研 究 这 部 分 
内 容 之 前 ， 先 放宽 基本 Black-Scholes 模型 中 的 一 些 金融 假设 ， 我们 已 经 明确 
的 风险 资产 有 简单 的 金融 意义 ， 已 经 假设 它 在 没有 额外 费用 和 利润 的 情形 下 被 
持 有 并 可 按照 定价 进行 自由 贸易 . 即使 不 考虑 交易 费用 和 偿付 能 力 ， 大 部 分 
的 金融 市 场 亦 非 如 此 .外汇 包括 两 种 支付 利率 的 资产 : 支付 红利 的 股权 和 支付 
县 标的 债券 . 在 5.3 ~ 5.5 节 中 ， 我 们 将 看 到 在 有 着 更 复杂 的 金融 背景 下 如 何 
利用 Black-Scholes 模型 的 定价 方法 进行 定价 ， 最 后 ， 在 5.6 节 中 ， 我 们 讨论 
在 一 个 确定 的 市 场 里 可 交易 资产 的 性 质 ， 并 定义 风险 的 市 场 价格 . 


5.1 ”基本 Black-Scholes 模型 


这 一 节 我 们 将 严格 推导 2.6 节 中 给 出 的 Black-Scholes 定价 公式 就 
像 第 2 章 中 一 样 ， 假 设 市 场 上 有 了 两 种 有 价 证 券 . 一 种 是 经 常 提 到 的 现金 
债 芬 {Bijt>0， 这 里 仍然 假设 无 风险 利率 是 常数 ， 因 此 如 果 Bo = 1， 那 
么 B: = ert， 男 一 种 市 场 证 券 是 风险 资产 ， 用 Si 表示 风险 资产 在 t 时 刻 的 价 
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格 . 在 这 里 的 基本 参考 模型 中 ,假设 {Si}:>o 遵循 几何 布朗 运动 ， 即 它 满足 随 
机 微分 方程 
dS+ 一 LOtdt 十 oordWi, 


这 里 /po 是 常数 ，{Wi}iso 是 下- 布朗 运动 注意 到 这 相当 于 在 2.6 市 的 计算 
中 取 v = 一 50*. 称 P 为 市 场 测度 (market measure)， 同 离散 情形 完全 一 
样 ， 市 场 测度 告诉 我 们 事件 发 生 的 概率 是 正 的 ， 但 是 我 们 对 以 定价 和 对 冲 为 目 
的 的 事件 发 生 的 概率 还 应 重新 加 权 . 

正如 离散 情形 ， 我 们 的 着 眼 点 是 不 允许 市 场 存 在 任何 套利 机 会 .采用 的 策 
略 也 和 第 2 章 中 一 样 : 为 了 根据 全 时刻 的 权益 价格 Cr 得 到 零 时 刻 的 权益 价 
格 ， 我 们 要 寻找 一 个 目 融 资 的 投资 组 合 ， 它 在 人 时 刻 的 价值 恰好 是 Cr， 在 无 
套利 的 情况 下 ， 权 益 价 值 必 定 与 构造 的 复制 投资 组 合 的 价值 相等 ， 当然 为 了 使 
这 个 论点 是 可 行 的 ， 这 种 投资 组 合 的 交易 策略 一 定 是 可 料 的 (previsible)， 而 
且 ， 因 为 现在 允许 随时 地 调整 投资 组 合 ， 而 并 不 只 是 在 那些 观察 “时 刻 ” 进 
行 ， 为 避免 存在 明显 的 套利 机 会 ， 必 须 对 投资 组 合 的 可 人 允许 交易 策略 给 出 进 一 
步 的 限制 .下面 举例 说 明 . 

例 5.1.1[ 加 倍 策略 (doubling strategy)] 考虑 下 面 的 赌博 策略 : 连续 ( 独 
立地 ) 投 找 一 枚 硬币 ,正面 朝 上 的 概率 p > 0. 以 及 美元 作为 赌注 去 赌 第 一 次 
捕 出 的 硬币 正面 朝 上 . 如 果 正 面 朝 上 ， 那 么 赌博 结束 ， 赢 得 扩 美元 ; 如 果 背 
面 朝 上 ， 那 么 就 再 以 2K 美元 作为 第 二 次 搬 硬 币 的 赌注 . 同样 如 果 正 面 朝 上 ， 
那么 赌博 结束 ， 净 赚 所 美元 ， 否 则 将 损失 3K 美元 ， 接 着 再 以 4K 美元 作为 
下 一 次 正面 朝 上 的 赌注 ， 如 此 继续 下 去 ， 如 果 前 n 一 1 次 所 有 的 都 是 背面 朝 
上 上， 那么 损失 为 YK 二 (2" 一 1)K 美元， 再 以 2%K 美元 作为 第 n 次 的 赌 
注 ， 因 为 硬币 正面 朝 上 必然 发 生 ， 故 可 确保 赢得 及 美元 ， 当 然 ， 这 种 套利 的 
产生 依赖 于 拥有 无 限 的 资金 .如果 只 有 有 限 的 资金 ， 那 么 这 种 表面 上 的 套利 机 
会 将 不 存在 . 

由 这 个 例子 ， 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 5.1.2 一 对 可 料 过 程 {Wjoxix<T，{9i}oxisT 分 别 表 示 投 资 组 合 在 t 
时 刻 无 风险 资产 和 风险 资产 的 份额 ， 如 果 对 所 有 的 t € 10,T] 以 概率 1 满足 


了 是 
1. 上 wdt+ 上 | 加 | “dt < oo， 
0 0 
t t : 
2 huBe + hiSe = YoBo + oS0+ 和 dB + f buds, 
0 0 


则 称 {Vi, Gt} 是 自 融资 策略 . 


注释 条 件 1 保证 了 条 件 2 中 的 积分 有 意义 . 而 且 ，f: pudW 是 一 个 PP- 
鞭 


自 融资 
菜 略 


器 导 


价 策 
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对 条 件 2 两 边 微分 ，t 时 刻 的 投资 组 合 大 (yy 内 = 避 B 十 be5t 满足 
dVi(y, 9$) = YdBi + bdor. 
即 ， 在 无 穷 小 的 时 间 段 上 的 投资 组 合 价 值 的 变化 完全 取决 于 资产 价值 的 变化 ， 
而 不 是 由 于 从 外 面 流入 (或 抽 走 ) 资金 . 口 
同 离散 情形 一 样 ， 问 题 的 关键 是 研究 概率 测度 Q@ 与 “市 场 测 度 ”P 的 等 
价 性 ， 并 在 此 测度 下 ， 贴 现 的 股票 价格 {Sj:>o 是 Q@ - 蒜 ， 这 就 意味 着 将 资产 
价格 的 贴现 价格 过 程 当 作 主 要 关注 的 对 象 是 很 方便 的 ， 基 于 这 种 思想 ， 我 们 证 
明 下 面 与 方程 (2.5) 类 似 的 连续 情形 . 
引 理 5.1.3 设 {wi}oxt<T，{@i}tzo 是 可 料 过 程 ， 且 满足 
1 T 
上 wlat+ / | 在 | dt < co (以 概率 1). 
0 0 


今 
Vi (vy, 9) 一 Wr Br 十 Ptr, Vi(y, 只) 一 e "Vi(vy, $). 
那么 {We, Be}osxisxT 定义 一 种 自 融 资 投资 策略 ， 当 且 仅 当 对 所 有 的 上 E [0,7]， 


元 内 = 页 办 + 人 由 d5S。( 以 概率 1). 
证 ”首先 假设 投资 组 合 { 几 ,办 jostigzr 是 上 自 融 资 的 ， 那 么 


dVi(¥,9$) = -re "Vi(y,$)dt+e "dV(y, 9$) 
= —re "(wie™ + pSe)dt +e ‘wd(e)+e "pdSs 
=— $i(—re "Sdt +e "dS,) 
= pd 
充分 条 件 得 证 . 
必要 条 件 的 证 明 类 似 ， 并 留 作 习题 . 口 


在 进一步 深入 讨论 之 前 ， 概 述 一 下 我 们 的 投资 策略 . 用 Cr 表示 工 时 刻 
要 复制 的 权益 价格 . 它 可 能 以 更 复杂 的 方式 依赖 于 {Si}joct<T， 而 不 是 仅 通 
过 ST. 假设 可 以 找到 一 个 可 料 过 程 {8}joxz:x<T， 使 得 贴现 的 权益 Cr 满足 
T 
CT 全 e {Oy = fo + 小 d9，. 
0 


那么 哆 可 以 通过 一 个 投资 组 合 复制 权益 ， 该 投资 组 合 由 土 时 刻 $i 份额 的 股票 
和 yi 份额 的 现金 债券 组 成 ， 这 里 选择 加， 使 得 


rm i 1 er 
(0,0) = bi + beert = po+ 上 jd5， 
0 
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根据 引 理 5.1.3， 该 投资 组 合 是 自 融 资 的， 而 且 ， 人 三 = Cr 于 是 权益 在 上 = 0 
时 刻 的 公平 价格 为 W = go 

如 果 po 已 知 ， 这 样 做 是 很 好 的 ， 但 是 ， 有 一 种 既 快 又 容易 的 方法 求 出 
正确 的 定价 而 无 需 直 接 寻 找 投 资 策略 {yi, 办 jit>o， 假设 可 以 找到 一 个 概率 测 
度 Q， 在 此 测度 下 ， 股 票 的 贴现 价格 是 蒜 ， 那么 ， 只 要 斤 2du < co， 


t 
上 budS, 
0 


就 是 一 个 均值 为 0 的 @ - 蒜 ， 因 此 
t 
EQ[V(%, $)] = po + EQ | 1/ pudB = go. 


夏 po = EQ [C7] 是 公平 价格 . 

上 式 完 全 与 定理 2.3.13 中 的 定价 公式 相 类 似 ， 如 果 概 率 测 度 Q 与 市 场 测 
度 P 了 等 价 ， 在 此 测度 下 ， 股 票 价格 贴现 是 蒜 ， 那 么 只 要 有 一 个 复制 投资 组 合 
存在 ， 则 该 权益 在 零 时 刻 的 公平 价格 就 是 EQ[Cr]， 即 为 此 测度 下 权益 的 贴现 
期 望 价格 . 

我 们 已 经 假设 过 程 { 办 }t>o 存在 .下面 应 用 园 表 示 定 理 来 证 明定 理 5.1.5( 对 
基本 的 Black-Scholes 市 场 模型 ) 中 的 这 一 点 . 首先 ， 如 果 我 们 的 定价 公式 有 意 
义 ， 那 么 我 们 应 该 找到 相应 的 等 价 鞭 测度 (equivalent martingale measure}Q. 

引 理 5.1.4( 一 种 概率 测度 在 其 下 {Si}so 是 贰 ) 存在 等 价 于 卫 的 概率 测 
度 @， 在 此 测度 下 ， 股 票 的 贴现 价格 {Si}iso 是 蒜 ， 且 Q 关于 下 的 Radon- 
Nikodym 导数 为 


dQ 1 
万 他) 全 于 |， 一 CCAD ( 一 GW 一 30°t) 3 
这 里 0 = (py 一 r)/o. 
证 已 知 

do9; 一 uordt 十 oSid Bi, 

改 
dS1 = Si(—rdt + pdt + ocdWi). 
因此 ， 如 果 令 A 一 Wi 十 (HP 一 r)t/o, 由 | 
dS 一 SodX,. 


由 定理 4.5.1，{Xt}jt>o 是 一 个 Q@ - 布朗 运动 ， 因 此 {5:}szo 是 一 个 @Q - 拷 . 而 
日， 
9, = So exp (cx 一 ot/2). 口 


资产 定 
价 基 本 


定理 
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现在 在 Black-Scholes 框架 下 证 明 资 产 定价 基本 定理 . 
定理 5.1.5 设 @@ 是 引 理 5.1.4 中 给 出 的 测度 ， 假 设 在 工时 刻 一 个 权益 由 
非 负 随机 变量 CT € 万 给 出 ， 如 果 


EY[CF] < oo， 
那么 ， 该 权益 是 可 复制 的 ， 且 t 时 刻 任 何 复制 投资 组 合 的 价值 为 
W= Ede "00r|F]. 
特别 地 ， 在 零 时 刻 期 权 的 公平 价格 为 


Vo = EV le—"* C7] = EQ [Cz]. 


证 由 引 理 5.1.3 的 讨论 知道 ， 如 果 找 到 一 个 过 程 { 办 }o<t<zr, 使 得 
了 
Cr 一 ,d9 
T to+ / 小 
那么 可 以 构造 一 个 复制 投资 组 合 ， 它 在 t 时 刻 的 价值 满足 
(WG) = to+ f bud5., (5.1) 
0 
由 随机 积分 的 款 性 质 ， 此 式 精 确 表 示 为 


Vi(y, 9) 
一 EY 区 十 [ Gud5, | 
| 
_ [er -mele-ros|Al 


去 掉 [0， 4 上 的 贴现 得 
Vi(w,9) = Ele "HCl. 


下 面 证 明 这 样 的 价格 是 惟一 的 . 显然 , 对 任意 其 他 复制 投资 组 合 {wi, Pi Joxt<T, 

有 Vr(w,$) = Cr. 如 果 它 是 自 融 资 的 (由 引 理 5.1.3)， 则 它 满足 方程 (5.1)， 重 

复 上 面 的 讨论 ， 可 看 到 对 任意 的 自 融 资 的 复制 投资 组 合 可 以 得 到 相同 的 价值 . 
如 来 能 证 明 存 在 一 个 可 料 过 程 { 办 }o<t<r 使 得 


了 
Gr = po+ 上 ud, 
0 
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那么 定理 得 证 . 现在 ， 由 习题 2， 
AM 2 EQ le-"TCr|A| 


是 一 个 平方 可 积 的 Q@ - 拷 . 初始 布衣 运动 的 自然 o - 域 流 和 引 理 5.1.4 中 定义 
的 过 程 {Xi}:>o 是 相同 的 . 即 {Mi 上 zo 是 一 个 平方 可 积 的 “ 布 姑 蒜 ”， 由 布 
肯 巩 表示 定理 4.6.2 可 知 ， 存 在 一 个 { 天 jostgT- 可 料 过 程 {bt j}joxtgzr， 使 得 


t 
Mi = Mo+ | 0dX, 
0 
由 于 dS, = oS,dX,, 令 
pt = -5 和 vw: = Mi — beSs. 


容易 看 到 ， 定 义 5.1.2 中 的 条 件 1 满足 ， 因 此 相应 于 {Wt, Pi }osgtsT 的 投资 策略 
定义 的 县 融资 复制 投资 组 合 即 为 所 求 . 证 毕 . 口 


注释 ”上面 证 明 的 定理 是 非常 一 般 化 的 ， 在 适当 的 边界 条 件 下 ， 只 要 权 
益 Cy 是 仅 依 赖 于 到 工时 刻 股票 价格 的 路 径 ， 那 么 它 几 平 可 能 是 任意 复杂 
的 ， 在 零 时 刻 的 权益 价格 是 EQ [e-"7Cr]， 即 使 对 于 更 复杂 的 权益 Cr， 也 可 
以 进行 求解 ， 至 少 可 用 数 信 方法 来 求解 

我们 不 仅 已 经 证 明 存 在 一 个 公平 价格 ， 而 且 能 对 权益 进行 对 冲 . 它 的 缺 
点 在 于 尽管 可 以 断定 存在 对 冲 策略 ， 但 没有 得 到 它 的 显 式 表达 式 ， 下 一 节 
我 们 将 求 欧式 期 权 的 这 种 表达 式 ， 这 是 一 种 仅 依 赖 于 到 期 日 的 股票 价格 的 权 
益 ， / D 

各 离散 情形 一 样 ， 已 经 确定 了 对 权益 进行 定价 和 复制 的 步骤 


复制 三 步骤 : 
1， 寻 找 一 个 测度 Q， 在 此 测度 下 ， 资 产 的 贴现 价格 {Si}iso 是 蒜 . 


2 构造 过 程 Mt = EQ[e-7T7Cz| 肠 ]. 
3， 和 寻找 一 个 可 料 过 程 { 办 jit>o， 使 得 dM = bd. 


5.2 ”欧式 期 权 的 Black-Scholes 定价 和 对 冲 


欧 云 期 权 ， 即 期 权 的 最 终 收 益 仅 依赖 于 原生 资产 在 到 期 日 的 价格 ， 期 权 和 
对 部 组 合 的 价格 都 能 用 显 式 形式 表示 . 
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首先 我 们 计算 权益 的 价格 ， 这 里 的 基本 假设 同 5.1 节 中 的 假设 . 
到 期 日 收益 为 Cr = f(ST) 的 欧式 期 权 在 t+ 时 刻 的 价值 


命题 5.2.1 
为 Vi = F(t, 5S:), 其 中 
F(t,x) = eT 三 f (zexp (Cr -0o /2)(T —t)+oyvT— 让 ) 


2 
, EXP(—Y /2 


V2 


证 ”由 定理 5.1.5 可 知 上 时 刻 期 权 价格 为 
EQ le f (ST)|A| (5.2) 


这 里 Q 是 引 理 5.1.4 中 得 到 的 靳 测 度 ， 在 该 测度 下 ，X, = Wi 十 (J 一 7)t/o 是 


布 朋 运动 ， 量 
dS, 一 09;dX 
解 该 方程 得 
97 一 9) exp (or 一 六 1 ) 一 302(T 一 )) 


将 上 式 代 入 (5.2) 得 


Vi = FL ef (Ser exp (er 一 人 it) 一 3 (T 一 )) 


因为 在 测度 Q@ 和 三 条 件 下 ，Xzr 一 Xt 是 一 个 期 望 为 0， 方 差 为 (T 一 ) 的 正 


态 分 布 随 机 变量 ， 故 计算 得 


F(t, S1) 
/ er 一世 [sec exp (ez 一 >02(T 一 )) 


(Es 


Vt 


e-r0-b fco 1/ (s exp (( 3 人 TD rovVT- ) 


ua 
pi 


2 
_¥ 
op ( 7 jd 


1 
xX 
V2n 
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对 欧式 看 涨 和 看 跌 期 权 ， 命 题 5.2.1 中 的 函数 焉 都 能 够 直接 计算 出 来 ， 对 欧式 


例 5.2.2 (欧式 看 涨 期 权 ) 在 命题 5.2.1 的 记号 中 ,假设 f(ST) = 看 涨 和 
(ST 一 K)-， 记 0= (人 -加 那么 看 跌 期 
权 定 价 

F(t,7X) = x$(di) — Ke "(qd,), (5.3) 


这 里 再 (.) 是 标准 正 态 分 布 函 数 ， 满 足 
5(y) = | -ead 
vy _ wo VI vy) 


2 
log( 二 )+(r 十 二 16 
di 一 CC 人 过 外 d» 一 di —oVvb. 
证 将 f，z 代入 到 命题 5.2.1 证 明 过 程 的 最 后 一 行 中 ， 有 
F(t,x) = | (er V32-e0/s 一 Ke ) | (5.4) 
十 


这 里 Z ~ N(0,1)， 首先 由 被 积 函数 非 零 确 定 Z 的 取 值 范围 ， 重 新 整理 得 


re. 2 一 一 一 
TecV69Z o“0/2 ~ Ke ro 


等 价 于 / 19 
kK 0o* 
log( 一 - pn 
og(™)+ 0 站 
rVb 
因此 ， 如 果 Z 十 dz > 0， 则 (5.4) 中 的 被 积 函 数 非 零 . 用 记号 
F(t, z) _ 了 (zero Ke )]1ztu>n| 
"OO —y2/2 
ovVOy—o20/2 _roYe™” 
一 Xe — Ke ———d 
|, ( ) V2n 9 
d2 一 2 /2 
— —oVOy—o0/2 Ke-"® e d 
三 (ze e ) -= 
d2 一 0 7/2 
_ 一 rcVB8g 一 rc297125 —r0 
一 人 © 一 一 dy 一 Ke 一 和 (dg 
厂 5 y (d2) 


将 z = y 十 oV9 代入 最 后 一 行 的 第 一 个 积分 ， 即 可 得 到 


F(t,7) = x®(di) — Ke "(qd,). 口 


看 涨 和 
看 跌 期 
权 对 冲 
120 
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方程 (5.3) 就 是 著名 的 欧式 看 涨 期 权 的 Black-Scholes 定 价 公式 (Black- 
Scholes pricing formula)， 相 应 的 欧式 看 跌 期 权 的 定价 公式 在 习题 3 中 给 出 . 

注释 

1， 除 了 用 布朗 运动 代替 几何 布朗 运动 ， 巴 售 利 耶 实 际 上 得 到 了 一 个 和 欧 
式 看 涨 期 权 定 价 公式 非常 类 似 的 公式 ， 但是， 这 只 是 个 意外 ， 巴 舍利 耶 用 期 望 
定价 ， 而 没有 用 到 动力 的 对 冲 概念 . 

2， 注 意 到 定价 公式 只 依赖 于 一 个 未 知 参 数 c， 它 被 实验 者 称 为 波动 
率 (volatility)， 在 对 冲 理论 中 同样 会 出 现 这 样 一 个 未 知 参 数 . 出现 的 问题 是 
如 何 从 市 场 数据 中 估计 o 的 值 ， 最 常用 的 方法 就 是 运用 隐 含 波动 率 (implied 
volatility)， 在 正规 市 场 引 入 某 些 期 权 . 欧式 看 涨 和 看 跌 期 权 的 价格 是 一 个 关于 
波动 率 o 的 递增 函数 ， 因 此 我 们 可 以 将 Black-Scholes 公式 转化 并 将 隐 含 的 波 
动 率 与 每 个 期 权 联 系 起 来 ， 但 不 幸 的 是 ， 用 这 种 方法 得 到 的 o 的 估计 值 通常 
依赖 于 敲定 价格 和 到 期 日 的 时 间 ， 这 个 问题 我 们 将 在 7.4 节 中 给 出 简单 的 讨论 . 

口 

现在 回 到 欧式 期 权 的 对 冲 问题 ， 即 如 何 构造 一 个 复制 权益 投资 组 合 ? 

默 表 示 定 理 告 诉 我 们 由 于 在 相同 测度 下 贴现 的 期 权 价格 和 贴现 的 股票 价 
格 是 贰 ， 一 个 恰好 是 另 一 个 的 局 部 尺度 版 本 ， 它 正 是 我 们 需要 表述 的 局 部 尺 
度 . 在 2.5 节 讨 论 的 离散 情形 下 ， 将 9i;41 看 作 在 第 i 十 1 时 刻 上 期 权 价 格 的 
变化 与 股票 价格 的 变化 之 间 的 比率 .那么 在 连续 情形 下 ， 内 应 该 是 期 权 价 格 关 
于 股票 价格 的 侦 导 数 ， 这 个 猜测 应 该 是 合理 的 ， 现 在 给 出 证 明 ， 

命题 5.2.3 在 命题 5.2.1 的 记号 中 ， 定 理 5.1.5 中 的 复制 投资 组 合 中 决定 
股票 持 有 份额 的 过 程 {i}oxt<T 为 


证 ”在 命题 5.2.1 的 记号 下 ， 定 理 5.1.5 的 结论 变 为 


F(t,7) = EQ le f(Sr)|s;: = z| 


这 里 ， 在 Q@ 下， 
dS, 一 oSdX, 


用 {Xi}jostsT 是 布朗 运动 .显然 
doi 一 7oidt 十 oo9idX，， 
结合 Feynman-Kac 表示 定理 和 微分 的 一 般 乘 法 法 则 ，FP(t, z) 满足 


OF 1 .0°F 
Br tr) +0 T 


OF 
Dr (t, 了) — rrF(t, zr) 十 7 了 万 (t, 2) 一 0 0<t<gT, 
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这 就 是 Black-Scholes 方 程 (Black-Scholes equation)， 在 习题 4 中 ， 也 可 以 用 
其 他 的 方法 来 证 明 F(t, zx) 满足 这 个 方程 
定义 函数 (t,x) = e-"iF(t, zert), 则 VW =F(t, S41)， 注 意 到 


并 对 于 04w< 工 在 FF(w,5,) 上 应 用 伊 甩 公式 ， 有 


~ 1 ,OF,. ~ 
F(T,Sr) = F(0,S0)+ 上 05, 57(s, 3)dX, 
口 


tOF, ~ 
F(0, S$0) + / (9, 8,)d8, 


于 是 有 


OF , -~ oF 
Pt 一 Hr (t St) 一 7 Si ) 


得 证 . 口 
例 5.2.4 (欧式 看 涨 期 权 的 对 冲 ) 对 一 个 欧式 看 涨 期 权 ， 利 用 例 5.2.2 中 的 
记号 ， 可 得 
OF 


证 ”用例 5.2.2 中 同样 的 记号 ， 有 
F(tz) =ER ( exp (cv5Z — o20/2) - K) ,| 


其 中 Z ~ N(0,1),9 = (TT 一， 如 果 被 积 函 数 严 格 大 于 零 ， 则 对 上 式 关 于 z 求 
导 得 exp(oV92 - ac2/2)， 和 否则 上 式 为 零 . 那么 ， 再 次 应 用 例 5.2.2 的 记号 ， 有 


OF 
sr (t 7T) 一 E| exp (cvV07 一 020/2)1z+4>0| 
| 1 
2 
/, exp (cv 机 一 0 0/2 一 92/2 ) J 
与 前 面 推导 EB(di) 一 样 ， 首 先 令 4 = -Vy， 然 后 令 z 二 4 十 coV9， 因 此 


OF 
3-(t,7) = (di). 


对 欧式 看 跌 期 权 可 计算 得 
OF 


—(t, 也 ) 一 一 下 (一 Qi ). DD 


Ox 
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注释 (希腊 字母 ) 6F/6zx 通常 被 实验 者 称 为 期 权 中 的 65. 对 资产 和 其 衍生 
产品 的 投资 组 合 r 来 说 ， 价 格 对 市 场 参数 的 灵敏 度 由 这 个 希腊 字母 决定 ， 如果 
我 们 用 x(t, x) 表示 在 t 时 刻 资产 价格 为 > 的 投资 组 合 的 价值 ， 那 么 除了 用 经 
加 O27 On 加 OX 


‘a OR 7 


5.3 外 汇 


这 市 将 通过 观察 外 汇市 场 来 开始 计划 在 模型 中 增加 金融 的 复杂 性 研究 更 为 
复杂 的 金融 模型 持 有 现金 是 一 件 有 风险 的 事 ， 并 且 随 着 这 个 风险 的 到 来 产生 
了 对 衍生 产品 有 一 个 要 求 . 为 了 在 这 样 的 市 场 中 进行 运作 ， 我 们 希望 能 够 在 单 
位 货币 未 来 价值 的 基础 上 ， 根 据 另 一 种 货币 来 估计 权益 的 价值 . 

天 于 远 期 汇率 的 定价 问题 在 第 1 章 的 习题 13 中 已 经 得 到 了 解决 . 与 基于 
不 支付 红利 的 原生 股票 的 远 期 合约 定价 问题 相 比 ， 这 个 问题 在 1.2 节 中 也 已 得 
到 了 解决 ， 对 于 远 期 汇率 ， 需 要 考虑 两 种 货币 的 利率 . 类 似 地 ， 在 例 1.6.6 中 
建 并 在 英镑 和 美元 之 间 的 汇率 基础 上 的 欧式 看 涨 期 权 的 定价 中 ， 我 们 需要 一 个 
关于 这 两 种 现金 债券 的 模型 . 关于 对 外 汇市 场 的 Black-Scholes 模型 也 必须 用 
两 种 货币 结合 现金 债券 . 为 了 进一步 明确 ， 假 设 这 两 种 货币 分 别 是 美元 和 英镑 . 


Black-Scholes 货币 模型 用 {Bi}t>o 表示 美元 现金 债券 ， {Di}>0 表示 天 
镑 现金 债券 .Ei 表示 t 时 刻 1 英镑 的 美元 价值 ， 市 场 模型 是 : 
美元 债券 B: = e7， 


炎 镑 债券 D: = ee， 
汇 率 EE, = Eoexp(vt + ooW:), 
其 中 {Wi}ezo 是 一 个 P- 布朗 运动 ，r,w,v,o 是 常数 . 


现在 正 遇 到 的 问题 是 : 汇率 不 可 交易 ， 我 们 必须 在 离散 情形 下 克服 它 ， 必 
须 将 运作 限定 在 单一 的 市 场 里 ， 首 先 从 美元 投资 者 的 角度 来 看 ， 在 美元 市 场 不 
党 是 类 镑 现金 债券 还 是 汇率 都 是 不 可 交易 的 . 然而， 两 者 的 乘积 8, = ED, 可 
航 看 作 是 美元 可 交易 资产 .美元 投资 者 持 有 英镑 现金 债券 ， 它 们 在 t 时 刻 的 美 
元 价值 就 是 S:， 进一步 地 ， 建 立 在 汇率 Ey 基础 上 的 任何 权益 均 可 被 看 作为 建 
并 在 Sr 上 的 权益 . 

现在 已 经 建立 了 反映 5.1 节 中 基本 Black-Scholes 模型 的 一 个 范例 ， 从 美 
元 交易 者 的 角度 来 看 ， 实 际 上 存在 着 两 种 过 程 ， 美 元 现金 债券 {Be};o。 和 英镑 
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现金 债券 的 美元 价值 {Si}>o. 我 们 现在 在 这 个 背景 下 应 用 Black-Scholes 方法 . 
令 CT 表示 在 人 时 刻 的 权益 价值 (用 美元 表示 ). 


复制 三 步骤 (外 汇 ): 
1， 寻 找 一 个 删 度 Q@， 在 此 测度 下 ，( 美 元 债券 ) 贴现 过 程 
{S; = Br 1Si}ezo 是 蒜 


2. 构造 过 程 M; = ENle-"TOr|F]. | 
3， 了 寻找 一 个 适应 过 程 {81}ogtgT 使 得 dM = $id51. 


因为 9 = EiD: = exp((Z 十 Wjt 十 oWi)， 政 过程 {Sthi>o 恰好 是 一 个 几何 
布朗 运动 ， 因 此 ，5.1 节 中 的 工作 可 确保 按照 下 面 的 步骤 进行 . 
首先 应 用 伊 芯 公 式 得 到 {Si 上 >o 满足 的 随机 微分 方程 : 


1 
dor 一 (: 十 亿 十 32 ) Srdt 十 oSdW'. 


现在 应 用 引 理 5.1.4， 得 到 测度 Q@ 关于 下 的 Radon-Nikodym 导数 为 


一 了 会 exp (- GW 一 502 
+ 2 
在 测度 Q@ 下 ， 美 元 贴现 过 程 {S54}:>o 是 款 ， 这 里 8 = (v 十 wu 十 #0? 一 7)/o. 而 
且 ， 
XX, 全 人 十 Ct 一 -7), 
是 Q - 布 朋 运动 . 
在 一 个 特例 中 ， 我 们 按照 如 下 步骤 讨论 过 程 的 余下 部 分 (可 参看 习题 11). 
例 5.3.1 ( 远 期 合约 ) 在 未 来 工 时 刻 ， 将 以 什么 价格 来 交易 英 银 . 


解 ” 当 然 ， 我 们 已 经 在 第 1 章 的 习题 13 中 解决 了 这 个 问题 ， 但 现在 不 想 
用 对 冲 组 合 的 方法 ， 而 用 复制 三 步骤 的 方法 来 讨论 该 问题 . 
己 经 找到 了 测度 Q@， 现 在 如 果 在 工时 刻 以 KK 美元 来 兑换 1 单位 的 英镑 ， 
那么 这 份 合约 的 收益 是 
CT -一 Er — 上 . 


则 在 t 时 刻 合约 的 价值 为 


V: = EQ|e "D07|A 


EY je (Er — kK) 


天 | 
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一 份 远 期 合约 在 零 时 刻 一 文 不 值 ， 因 此 必须 选择 扩 ， 使 得 W = 0.， 换血 话 
说 ，K = ER[ET]. 把 Br 表示 为 XT 的 函数 ， 其 表达 式 为 


1 
Er = Eo exp (oz 一 5 了 十 (一 o7) 


这 样 表示 以 致 于 {Xtjtzo 是 一 个 Q@ - 布 明 运动 ， 故 六 的 公平 价格 为 
K = EIEr| = ewT Eo. 
124 最 后 找 出 对 冲 组 合 ， 根 据 敲 定价 格 的 选取 ，t 时 刻 合约 的 价值 为 


Vi = E|e-"(T™ (Br - Poec 一 7 ) 元 | 
因为 Br = Dr BrSr， 在 Q@Q 下， 有 
E[Er|f:] = et WWD BEISTIA) = er THD! BS = er WT BE,, 
故 代 入 上 式 可 得 
Vi=e “HE,— et "Tpo=e "(ep— ertEo). 
美元 贴现 的 组 合 价值 为 
M:=e 'tV=e lie Wp eTh =e "TS,— e {Eo. 


好 所 求 的 对 冲 组 合 是 常数 ， 它 由 9 = e 区 份额 的 英镑 现金 债券 和 vw 
一 e“{ Bo 份额 的 (美元 ) 现金 债券 构成 . 
英镑 投 现在 回 到 类 磅 投资 者 方面 . 从 他 的 角度 来 看 ， 在 英 磅 市 场 也 可 以 进行 交易 . 
资 者 ” 再次， 有 两 种 可 交易 的 英国 货币 起 作用 ， 一 种 是 英镑 现金 债券 ， 另 一 种 是 美元 
债券 的 英镑 价值 Zi = E-B,. 
再 次 根据 复制 三 步骤 来 计算 . 美元 债券 的 英镑 贴现 价值 为 


Z = 站 五 已 一 Ey exp(—oWi 一 (2 十 公 一 7 四. 


D 1 


由 引 理 5.1.4 可 知 ， 在 测度 Q@* 下 ， 


dQ- (NN)A 1 、? 
dP 二 eemp ( — XW ~ 32 外 
这 里 入 = (V+ 一 7 一 o2/2)/o，{Zihiso 是 蒜 ， 且 


必 十 4 一 7 一 /2)， 


XI = Wi + - 
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是 Qf- 布朗 运动 . 那么 对 英镑 投资 者 来 说 ， 期 权 价格 为 
Us = DiEQ | Dz! Ez!Cr|F| 


现在 有 和 第 1 章 的 习题 15 中 同样 的 担心 .风险 中 性 测度 Q@ 和 Q/ 可 被 认 计价 单 
为 定义 了 一 个 在 遵循 {Es}t>o 的 路 径 上 的 概率 测度 ，({ Bu}s>o 是 模型 中 仅 有 位 变换 
的 真实 随机 部 分 )， 并 且 这 两 种 测度 是 不 同 的 .那么 它们 能 得 到 同样 的 定价 公 
式 吗 ? 

”关注 余下 部 分 就 会 发 现 投资 英镑 的 美元 价值 为 


EU: 一 E,D,EQ” Di! Ez!Cr|A|. 
和 WV 的 表达 式 作 比较 ， 又 由 Girsanov 定理 知 ， 可 以 将 这 个 期 望 表示 为 Q- 期 


组 .现在 155 
+u—r— #30? 
X= Wt) x ot 
因此 , : 
A dQ 加 1 。 
Ct 三 ai 2 ep OX: 0+ . 


现在 
bE: = EKoexp (cx 一 702t 二 {7 一 wt) 
因此 记 G&G = Bi*D:， 代入 有 
EU = EDEQ’ [Di Er!Cr|| 
= FDC EQ D7 B71rCr|A| 
= BE [Br'Cr|F| 


换 句 话说 ， 英 镑 投资 者 所 得 到 的 美元 价值 准确 来 讲 就 是 及， 测度 的 差别 
仅 古 对 “资产 参照 物 ” 或 计价 单位 (numeraire) 不 同 选择 的 人 为 因素 . 
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运 今 为 止 ， 我 们 总 是 假设 只 持 有 无 息 股票 ,现在 我 们 放宽 这 一 限制 ， 即 假 
定 允 许 基 于 股权 ( 即 定期 现金 支付 红利 的 股票 ) 的 期 权 的 定价 和 对 冲 . 
连续 文 付 红利 情形 是 最 简单 的 .如 前 所 述 ， 假 设 股票 价格 遵循 几何 布朗 运 连续 支 
动 付 情 形 
St = So exp(vt + oW:), 
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但 是 现在 在 无 穷 小 时 间 区 间 [t,t 十 dt) 上 ， 股 票 的 持 有 者 可 获得 的 红利 
为 Stdt， 其 中 6 是 常数 . 与 通常 一 样 ， 我 们 也 假设 市 场 包 含 一 种 无 风险 的 现 
金 债券 {Bi}t>0， 且 用 7 表示 连续 的 复 利 . 

但 是 现在 面临 的 困难 是 {Si}:>o 并 不 能 表示 资产 的 真实 价值 ， 如 采 在 零 
时 刻 以 So 的 价格 购买 股票 ， 当 在 t 时 刻 卖 出 去 时 ， 持 有 人 获得 的 价值 并 不 
只 是 Si 一 So， 而 是 整个 红利 的 累积 ， 在 该 模型 中 ， 这 些 将 依赖 于 资产 价格 
在 [0, 引 时 段 内 所 取 的 所 有 值 ， 从 这 个 意义 上 讲 ，{Si}>o 是 不 可 交 纪 的 . 

和 外 汇 一 样 ， 解 决 办 法 是 将 此 过 程 转化 成 可 交易 的 .最 简单 的 办 法 如 下 . 
假设 无 论 何 时 支付 现金 红利 ， 我 们 立即 将 它 再 投资 到 股票 市 场 ， 用 无 穷 小 收 
益 6Sidt 购买 6dt 份额 的 股票 . 在 t 时 刻 ， 持 有 的 不 是 一 份 股票 ， 而 是 持 有 et 
份 ， 其 总 价值 为 

Zt = Soexp((v + oO)t + owW:). 


考虑 简单 的 投资 组 合 ， 它 由 持 有 的 股票 和 以 这 种 方式 连续 再 投资 的 红利 得 到 ， 
该 组 合作 为 二 时 刻 价 信 为 Zi 的 单 资产 . 持 有 这 种 资产 没有 交易 费用 且 不 支付 
红利 .我 们 回 到 熟悉 的 Black-Scholes 模型 中 . 

注释 由 于 文 付 的 红利 与 股票 价格 的 比 是 萤 数 ， 因 此 ， 很 自然 地 可 将 它们 
再 投 资 到 股票 市 场 ， 支付 图 定数 额 的 现金 ， 将 更 目 然 地 把 “可 交易 ”资产 构造 
为 投资 组 合 ， 在 这 个 组 合 中 ， 红 利 立 即 再 投资 到 债券 中 . 这 种 情况 将 在 5.5 节 
中 予以 说 明 . 口 

任何 一 个 由 t 时 刻 gre?t 份额 支付 红利 的 原生 股票 和 yj 份额 现金 债券 构 
成 的 投资 组 合 ， 痢 可 看 作 是 由 内 份额 新 的 可 交易 资产 和 W 份额 现金 债券 构 
成 的 投资 组 合 . : 

现在 我 们 可 以 号 出 我 们 熟悉 的 步 又 . 


复制 三 步骤 (连续 支付 红利 情形 ): 令 2Z; = Bi Zi = er 
1. 寻找 概率 测度 @， 在 此 测度 下 ，{2Zi}hizo( 关 于 它 的 自然 o - 域 流 ) 是 
鞭 


2， 构 造 贴现 过 程 V = EX[e-"7Cr|]. 
3 寻找 一 个 可 料 过 程 { 如 }o<sgr 使 得 dVi = pd. 


注意 到 ， 如 果 期 权 价 值 {Vi}so 满足 
dt = 一 册 dL 十 WidPBi = 内 d9 + Bibidt + wdB:. 
那么 由 9i 份额 可 交易 资产 和 wi 份额 现金 债券 构成 的 投资 组 合 在 任何 时 


刻 te€ [0,t]| 是 自 融资 的 (self-financing). 在 [t,t 十 dt) 上 期 权 价 值 的 改变 不 仅仅 
只 是 由 于 交易 过 程 中 的 利润 和 损失 ， 而 且 还 与 支付 的 红利 有 关 . 
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例 5.4.1 (看 涨 期 权 ) 假设 一 份 敲定 价格 为 扩 ， 到 期 日 为 工 的 看 涨 期 权 记 
为 上 面 所 描述 的 支付 红利 的 股票 . 那么 在 零 时 刻 这 份 期 权 的 价值 是 多 少 ? 复制 
组 合 是 什么 ? 


解 ” 根 据 复 制 三 步骤 来 计算 .首先 必须 找到 蒜 测 度 @，{Z}zzo 满足 随机 
做 分 方程 
d2， 一 (: 十 0 十 07 一 ") Zidt 十 oZdW'. 
像 通 常 一 样 利用 Girsanov 定理 ， 由 
dQ| 1,» 
于 | -emp 人 ( AW 5 和 ^ 1 
定义 @ 测度 ， 其 中 入 = (v +6 十 0? 下/c， 在 此 测度 下 


(w+65+#0?—r) 
Xi 二 i 十 一 一 一 一 一 一 一 一 


是 一 个 布朗 运动 ， 因 此 {2}i>o 是 蒜 ， 现 在 来 看 例 5.2.2 和 5.2.4 中 相应 的 对 
冲 和 定价 公式 ， 在 t 时 刻 投 资 组 合 的 价值 为 
Vi = eRI(Sr — K)IA 
= eTHEQ (esT Zr 一 K), | 


t 


= erT-te-TRQ (2 Kes7) ||. 
这 个 价值 即 为 到 期 日 为 全， 敲定 价 为 Kest 的 看 涨 期 权 {24}sso 价值 的 e- 红 


倍 . 用 = e377054 表示 原生 股票 在 t 时 刻 的 远 期 价格 (见习 题 14)， 由 
例 5.2.2， 可 得 


Vi = a(t 
_ Kore os (e (én) + = 2)(T- 9) | 
FE\ ,1,2 
-re (0)} 


现在 由 例 5.2.4 可 知 ， 复 制 投资 组 合 应 该 由 上 时 刻 e-5T9, 份额 的 可 交易 资 


产 Zi 构成 ， 这 里 
pb; = log (RR) + 30°(T —) 
ovVi—t 
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128 相当 于 . 
-6(T-t) log (其 ) 十 zc2(T 一 二 
ITV 了 一 上 
份额 的 支付 红利 的 资产 ， 在 该 投资 组 合 中 持 有 的 债券 为 


__go-"Tg/ 8 (KR)- 30 (Tt) 
w= —Ke | 元 二 口 


例 5.4.2 (担保 股权 收益 ) 令 {Si}:>o0 表示 英国 的 FTSE 股票 指数 的 价 
值 . 假设 购买 一 份 5 年 期 的 合约 ，Z 表示 FTSE 的 终 值 与 原始 值 比 的 90 双 ， 
考 Z € [1.3,1.8]， 则 将 支付 2Z; 若 Z < 1.3， 则 支付 1.3; 若 2 > 1.8， 则 支 
付 1.8， 问 在 替 时 刻 这 份 合约 的 价值 是 多 少 ? 
解 权益 Cr 为 
CT = min | max {13 09 字 上 1 
So 
其 中 工 为 5 年， 因为 权益 建立 在 比率 基础 上 ， 不 失 一 般 性 , 令 Si = 1. 
当 FTSE 由 100 份 不 同 的 股票 组 成 时 ， 它 们 各 自分 开支 付 的 红利 可 近似 看 成 
连续 文 付 ， 假 设 有 下 面 的 数据 ; 
FTSE 指数 的 漂移 系数 ” j= 7%， 
FTSE 指数 的 波动 率 o = 15%, 
FTSE 指数 的 红利 率 ”5 = 4%， 
英国 的 利率 r = 6.5%. 
将 该 权益 再 记 为 一 部 分 现金 加 上 两 份 FTSE 看 涨 期 权 收益 的 差 ， 即 
Cr = 1.3+0.9{(Sr — 1.444)+ — (Sr — 2),}. 
现在 关于 Si 的 远 期 价格 为 
Fi = er Tt og = 1.133， 


因此 用 例 5.4.1 中 的 对 于 连续 支付 红利 股票 的 看 涨 期 权 定价 公式 ， 可 以 计算 出 
在 零 时 刻 这 两 份 看 涨 期 权 价格 分 别 是 0.0422 和 0.0067 (每 单位 )， 因 此 在 零 时 
刻 合约 的 价值 为 
1.3e 7 十 0.9(0.0422 — 0.0067) = 0.9712. 口 
定期 支 在 实际 中 ， 一 份 单个 股票 不 能 连续 支付 红利 ， 而 在 某 个 定期 的 时 段 上 支 


付 红利 付 . 假设 事先 已 知 支付 红利 的 时 间 为 五 ,好 ,………， 在 每 个 到 时 刻 ， 股 权 的 当前 
持 有 者 获得 的 股息 为 69r,， 和 第 2 章 的 习题 7 一 样 ， 在 无 套利 情形 下 ， 股 票 
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价格 必定 同时 下 跌 相等 数额 ,因此 在 任意 的 Ti 时刻， 支付 的 红利 恰好 等 于 股 
票 价格 瞬时 下 跌 的 数额 。 假 设 在 相 邻 两 个 支付 红利 时 段 之 间 股 票 价格 服从 通常 
的 几何 布朗 运动 . 


定期 文 付 红利 的 股权 模型 : 在 确定 的 时 间 五 ,到 …， 股 权 文 付 的 红利 是 红 
利 支 付 前 股票 的 瞬时 价格 的 6 倍 . 股票 价格 本 身 的 模型 为 
= So(l — 6)"lt exp(vt + oWi), 


其 中 nl = maxt{i :TT 所 丰 是 到 t 时 刻 为 止 支付 红利 的 次 数 . 此 外 , 还 有 一 
个 无 风险 现金 债券 B: = exp(7t). 


显然 ， 这 里 有 两 个 问题 : 第 一 ， 尽 管 在 时 刻 工 之 间 股 票 价 格 遵循 通常 的 
几何 布衣 运动 模型 ， 而 在 那些 时 刻 股 票 价 格 都 有 间断 地 跳跃 ， 这 不 符合 连续 情 
形 的 框架 . 第 .-， 对 于 连续 支付 红利 的 情形 ， 肌 票 价 格 过 程 {Si}so 并 不 反映 
股票 的 实际 价格 . 然而 ， 通 过 对 连续 支付 红利 的 情形 应 用 我 们 的 投资 策略 ， 
并 将 所 有 文 付 的 红利 重新 投资 于 股票 ， 就 会 克服 上 面 两 个 问题 

定义 {Ztjiz0 为 投资 组 合 的 价值 ， 这 个 投资 组 合 以 在 零 时 刻 购买 一 份 股票 
开始， 随后 每 一 次 支付 红利 时 ， 股 票 持 有 者 将 支付 的 红利 重新 投资 来 购买 更 
多 的 股票 ， 第 一 次 支付 的 红利 是 6S7r, _， 即 为 在 支付 日 之 前 股票 瞬时 价格 的 6 
倍 ， 第 一 次 支付 了 红利 后 ， 股 票 价格 就 立即 跳 为 Sm + = (1 一 6)Sz,_， 因 此 支 
付 的 红利 可 用 来 购买 另外 的 5/(1 一 5) 份额 的 股票 ， 因 此 股票 持 有 者 拥有 的 股 
守 总 数 按 因子 1/(1 一 5) 增长 . 因此， 在 t 时 刻 这 个 投资 组 合 将 由 1/(1 -6)n" 电 
份额 的 股 奉 构成 . 则 


pA 一 (1 一 6) "ltls, 一 SD exp(vt 十 oW:). 


与 前 一 样 ， 将 投资 组 合 {24}>0 看 作 一 份 不 文 付 红利 的 资产 ， 因此 我 们 的 市 场 
由 两 种 可 交易 资产 构成 ， 即 投资 组 合 {2Zi}sso 和 无 风险 现金 债券 {Bi}ht>0. 加 
到 我 们 所 熟知 的 情形 . 

我 们 精确 地 模拟 对 连续 支付 红利 情形 所 做 的 工作 .由 t 时 刻 加 份额 的 2 
和 ws 份额 的 现金 债券 构成 的 投资 组 合 等 价 于 由 (1 一 6)-"ligs 份额 的 支付 红利 
的 原生 资产 St 和 份额 的 现金 债券 构成 的 投资 组 合 . 

使 得 贴现 过 程 {24};>o 是 著 的 测度 @ 满足 

2 = exp ( — AW — Xt ) 
va 

其 中 入 = (v 十 30? 一 +)/o.， 再 将 权益 写 为 Zr 的 函数 ， 可 以 用 经 典 的 Black- 
Scholes 分 析 方 法 去 对 期 权 进 行 定价 和 对 冲 . 

例 5.4.3 ( 远 期 价格 ) 签订 一 份 定期 支付 红利 的 股票 的 远 期 合约 ， 求 它 的 
公平 价格 . 
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解 ”在 工时 刻 ， 合约 价 值 Cr = Sr 一 KK， 求 扩 ， 使 得 等 时 刻 合约 的 价值 
为 0。 像 通常 一 样 ， 在 t 时 刻 合 约 价 值 是 著 测 度 @ 下 权益 贴现 的 期 理 什 ， 即 
VW = Ed le "(T™® (ST 一 K)|A| 
EQ|e rT7) ((1 5)"T2r — K)|A| 
(1 一 8 Li 一 Ke-"™(i-t 
(1 6)"IT -nd gS, Ke-"(T—t) 


因此 ， 在 零 时 刻 合 约 价值 为 0 的 五 为 
kK 一 e 一 (1 一 5)"1 go. (5.5) 


5.5 债 券 


一 个 纯 贴现 债券 是 在 未 来 一 些 工 时 刻 收 益 为 1 的 有 价 证券 ， 大 部 分 的 市 
场 债券 也 会 在 预定 的 了 ,72,… ,Th 时 刻 收 到 一 系列 小 数额 的 利息 c. 除了 事先 
知 所 县 标的 数额 以 外 ， 息 票 (coupon) 的 支付 类 似 于 红利 的 支付 . 

到 现在 为 止 ， 我 们 只 考虑 事先 己 知 利率 的 无 风险 现金 债券 .而 在 现实 
的 市 场 中 ， 由 于 利率 的 不 确定 性 也 会 导致 债券 价格 的 随机 变动 . 为 了 节省 
扁 幅 ， 我 们 不 打算 全 面 考虑 债券 市 场 模 型 ，Baxter 和 Rennie 早 在 1996 年 
就 已 经 给 出 了 精彩 的 介绍 ， 因 此 本 节 的 目的 是 从 不 同 的 角度 来 研究 利率 问 
题 . 假设 有 一 个 无 风险 现金 债券 有 = er 上 和 一 份 随机 变动 的 息 票 债券 ， 在 
了 购 次 文 付 县 泉 之 间 它 的 价格 服从 几何 布朗 运动 显然， 短期 利率 和 债券 价格 
之 间 有 联系 ， 而 一 旦 超过 短期 时 间 界 限 ， 许 多 参与 者 往往 忽略 它们 . 在 效果 
上 ， 将 奶 标 债券 看 成 在 了 ,7T2,… ,7 时 刻 预 期 支付 现金 红利 的 资产 ， 这 里 假 
设 TT <T， 记 了 I(t) = min{i:t < 天 }, 债券 价格 满足 


S = 》 ce "(Ft + Aexp(vt + oW), 
i=1(t) 


其 中 A,v,o 是 常数 . 

像 支付 红利 的 股票 一 样 ， 在 支付 息 票 时 刻 价 格 过 程 {Si}:so 是 不 连续 
的 . 然而 ， 由 过 程 {9541}:>0， 又 可 得 到 一 个 连续 的 不 支付 红利 的 资产 . 因而 ， 
当 文 付 的 红利 是 股票 价格 的 一 部 分 时 ， 它 实质 上 是 股票 的 再 投资 过 程 ， 现 在 ， 
由 于 奶 票 是 固定 支付 现金 ， 所 以 将 其 以 无 风险 债券 进行 投资 ， 对 于 这 个 投资 策 
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略 ， 息 票 在 T 时刻 支付 ， 那 么 对 于 任意 的 t € [0,T]， 其 价值 为 ce 一 蕊 ， 
因此 以 这 种 方式 构成 的 投资 组 合 价值 为 


wt 一 >》 ce (Tit) 十 Aexp(vt + oW:i). 


t=1 


这 正 是 我 们 之 前 考虑 的 由 无 风险 现金 债券 {Bi}t>o 和 可 交易 资产 {Zi}sso 构成 
的 市 场 . 
与 通 贡 一样， 我 们 想 寻 找 一 个 测度 Q@， 在 此 测度 下 ， 贴 现 的 资产 价 


格 {入 jizo 是 著 ， 而 么 恰好 是 固定 的 现金 和 二 加 上 几何 布朗 运 
动 Aexp((v 一 7)t 二 oWi)， 如 果 


dQ| var 1.,2 
于 |， -op ( 入 Ws 5 1 


则 其 为 @- 蒜 ,其 中 入 = (z+ ic2 一 r)/c， 在 Q 下 ， 


二 IT2 一 
Xi = Wi + (+2 7) ) 


t 
是 布朗 运动 ， 收 益 为 Cr 的 期 权 在 时刻 的 价值 为 
EQ|e"T Hc7|A| 
企 下， 在 了 T 了 时刻 债券 的 价格 恰好 是 
Sr = Aexp (人 一 ;2)7 十 Xr ) 


在 零 时 刻 Sz 的 远 期 价格 为 = Ae"7， 且 敲定 价格 为 及 的 Sr 的 看 涨 期 权 在 
到 期 日 工 的 价值 为 


(0 (7) ne (ee 7) 


参见 习题 20. 


5.6 ”风险 的 市 场 价格 


已 有 一 个 确定 的 模式 . 给 定 一 个 不 可 交易 的 股票 ， 将 它 与 一 个 被 认为 是 可 
交易 的 投资 组 合 结合 起 来 ， 找 到 与 那个 可 交易 过 程 相对 应 的 蒜 测 度 ， 并 用 该 测 
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度 来 给 期 权 定价 ， 我 们 仅 根据 常识 来 决定 什么 是 可 交易 资产 和 什么 是 不 可 交易 
资产 ， 这 确实 不 能 纯粹 地 归结 为 数学 问题 ， 但 如 果 决 定 了 价格 为 {St}zo 的 
资产 确实 是 可 交易 的 ， 且 有 无 风险 现金 债券 {Be}>o， 那 么 我 们 就 可 确定 在 由 
它们 构造 的 市 场 中 可 交易 资产 的 类 型 . 假设 5 = BF!5 是 在 t 时 刻 可 交易 次 
产 的 贴现 价格 . 令 Q 是 测度 ， 在 此 测度 下 ，{ 总 ji>o 是 蒜 . 如 果 考虑 另 一 个 过 
程 {Wjs>o， 满 足 廊 = Br1Vi 的 贴现 过 程 { 记 ji>o 是 (Q@, {8}z>0) - 团 ， 屠 
么 {Vijtzo 是 可 交易 的 吗 ? 
我 们 的 策略 是 构造 一 个 自 融资 的 投资 组 合 ， 该 投资 组 合 由 可 交易 资产 和 
在 t 时 刻 的 价值 总 是 恰 为 V 的 可 交易 的 贴现 过 程 构成 . 像 通常 一 样 ， 第 一 步 
是 应 用 鞭 表 示 定 理 . 如 果 Bi :St 有 非 零 的 波动 率 ， 就 能 找到 一 个 {8}szo- 可 
料 过 程 {gt}z>20， 使 得 
dV = bdS. (5.6) 


从 5.1 六 中 复制 期 权 的 投资 组 合 的 构造 中 得 到 启示 ， 构 造 由 t 时 刻 i 份额 的 


可 交易 资产 St 和 yw = Vi 一 $i 份额 的 (可 交易 的 )Bi 组 成 的 投资 组 合 . 该 投 
资 组 合 的 价值 在 上 时刻 恰 为 到 ， 我 们 必须 验证 它 是 否 为 自 融 资 的 ， 现 在 


dV = BidVi 十 到 dB，( 分 部 积分 ) 
= Bibdo + VidB, (方程 (5.6)) 
= BipdSt 十 (w 十 GeSe dB 


一 Pt (Bed& 十 5dB4| 十 Wed Br 
二 9@dSi 十 WdBi (分 部 积分 ). 


因此 在 任意 小 的 时 段 上 ， 投 资 组 合 价值 的 变化 依赖 于 资产 价格 的 变化 ， 故 资产 
是 自 融 资 的 ， 且 { 也 js>o 是 可 交易 的 
反 过 来 情况 如 何 ? 假设 {Bi Viji>o 不 是 一 个 (Q, {所 jz0) - 蒜 ， 那 么 必 
有 时刻 s < 工 使 得 
By'V, # EQ Br!Vr 


73| 
有 正 的 概率 ， 假设 {Vi}:>o 是 可 交易 的 ， 通 过 令 


Us = BE |B7'Vr|Fs], 


可 以 构造 一 个 过 程 { }>0. 因为 {B: “Ui}t>o 是 一 1 (Q， {Fe }>0) - 轧 ， 故 
可 知 {Ui}tzo0 是 可 交易 的 . 即 有 两 种 可 交易 资产 ， 它 们 在 人 时 刻 有 相同 的 价 
值 ， 但 它们 在 s < 了 时刻 以 正 的 概率 取 不 同 的 值 ， 习 题 21 表明 在 无 套利 情形 
下 ， 这 发 生 了 矛盾 . 因此 如 果 {B; Vijizo 不 是 部， 那么 {Vzo 束 是 不 可 交 
复 的 . 
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当然 ， 因 为 利率 是 确定 的 ，F2 = F8， 故 有 下 面 的 引 理 ， 
引 理 5.6.1 给 定 一 个 无 风险 现金 债券 { Bi }t>o 和 一 个 可 交易 资产 {9y }t>0， 
过 程 {Vi}szo 是 可 交易 资产 当 且 仅 当 其 贴现 值 {B71Vijiz0 是 (Q, {5}>z0) - 
蒜 ， 其 中 QQ 是 测度 ， 在 这 个 测度 下 ， 贴 现 资产 价格 { 瑟 Set>o 是 区. 133 
假设 在 一 个 单一 的 Black-Scholes 市 场 模 型 中 有 两 种 可 交易 的 风险 资 可 交易 
产 {S1ji>o 和 {f5?}i>o， 即 它们 都 是 同一 布朗 运 动 的 函数 ， 并 由 它们 的 随机 微 资产 和 
分 方程 所 定义 风险 市 
dS’ 一 uiSidt 十 oiS:dWi. 场 价 格 
为 使 它们 都 是 可 交易 的 ， 引 理 5.6.1 告诉 我 们 它们 必须 是 关于 同一 测度 Q 的 
加 假设 已 ; = ert, 则 必 有 


X, = Wi + (So—)t i = 1,2 
Oi 


是 一 个 @@- 布朗 运动 ， 如 果 


那 只 能 有 一 种 情形 . 

经 济 学 家 给 出 了 这 个 量 的 金融 意义 ， 若 把 jy 看 作 可 交易 资产 的 增长 率 ， 
把 ” 看 作 无 风险 债券 的 增长 率 ，o 看 作 资 产 的 风险 度量 ， 那 么 
及 一 了 
oo 
束 是 时 位 风险 (关于 无 风险 利率 ) 的 超额 回报 率 . 由 于 这 样 ， 所 以 我 们 称 它 为 
风险 的 市 场 价格 (market price of risk)， 也 就 是 众所周知 的 夏普 比率 (sharpe 
ratio). 在 这 样 一 个 简单 的 市 场 里 ， 每 一 个 可 交易 的 资产 都 应 有 相同 的 风险 市 
场 价格 ， 否 则 将 存在 套利 机 会 . 

当然 ， 当 我 们 将 测度 从 PP (市 场 测度 ) 变 为 Q ( 款 测 度 ) 时 ，x 就 是 在 原始 
布 庆 运动 中 漂移 项 的 变化 ， 然而 ，? 吸引 人 的 经 济 学 解释 对 利用 @ 测度 并 不 
能 提供 一 种 新 的 论证 .复制 方法 使 Black-Scholes 分 析 得 以 正常 进行 ， 如 果 没 
有 一 个 复制 投资 组 合 ， 那 么 我 们 的 套利 原理 将 失去 意义 . 


7 一 


站 赴 


1. 假设 资产 价格 Si 满足 d9 = jySidt + oSidWi， 其 中 {Wit}:>0o， 与 通常 一 
梓 ， 古 标准 P- 布朗 运动 . 令 r 表示 无 风险 利率 ， 那 么 无 风险 资产 价格 满足 dB, = 
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rBidt， 记 {Vi,9i} 为 由 t 时 刻 Vi 份额 的 无 风险 资产 Bt 和 9i 份额 的 5S; 构成 的 投资 
组 合 ， 对 下 列 每 个 选取 的 加， 求 出 四 ， 使 得 该 投资 组 合 {wi, pi} 是 自 融 资 的 ，( 提 示 : 
在 t 时 刻 投 资 组 合 的 价值 是 Vi = wiBi 十 peS:， 并 且 如 果 dV = wdBi 十 bedS:， 那 么 
该 投资 组 合 是 目 融 资 的 ，) 

(a) 内 三 1 

(b) 只 = 太 Sudu, 

(c) $i = Si. 

2， 令 {五 jiz0 为 与 P- 布朗 运动 {Wihiso 有 关 的 自然 c - 域 流 ， 证明， 如 果 QU 
是 一 个 等 价 于 下 的 概率 测度 ，Hz 是 一 个 rr- 可 测 的 随机 变量 ， 且 EQ&[83] < oo， 则 


Mi: 全 下 3 [万 了 | 万 


是 一 个 平方 可 积 的 Q@ - 拷 . 


3 证明 : 在 例 5.2.2 的 记号 中 ， 敲 定价 格 为 KK， 到 期 日 为 工 的 欧式 看 跌 期 权 在 t 
时 刻 的 Black-Scholes 价格 为 F(t, Si:)， 其 中 


F(t,7)= Ke "®(—d2) - zB(-di). 


4. 假设 用 Vi = F(t, Si) 表示 欧式 看 涨 期 权 的 价值 (正如 我 们 在 命题 5.2.3 中 的 证 
明 一 样 )， 那 么 Vi 二 e- Vi， 且 可 定义 广 为 


Ve = F(t, S.). 


在 风险 中 性 测度 下 ， 贴 现 的 资产 价格 满足 dS5: = oSi:dX:， 这 里 (在 这 个 概率 测度 
下 ){Xejzo 是 一 个 标准 布朗 运动 . z 

(a) 求 F(t, Si) 满足 的 随机 微分 方程 . 

(b) 利用 Vi 是 扶 的 事实 ， 在 风险 中 性 测度 下 ， 求 出 FF(t,z) 所 满足 的 偏 微分 方 


OF 1 ;20F OF 
Fr 30 7 D3 trrs- -r=0. 


这 有 议 是 Black-Scholes 方程 . 


5， 人 -对 冲 (delta hedging) ”在 金融 书籍 中 下 面 Black-Scholes 方程 的 导数 是 非常 
普 这 的 . 通常 假设 资产 价格 满足 几何 布朗 运动 ， 即 


dSt = juSidt 十 oSid Wi, 
这 里 jy,o 是 参数 .假设 基于 该 资产 我 们 试图 求 出 一 个 欧式 期 权 的 价值 ， 用 V(t, Si) 表 
不 时刻 的 期 权 价 格 . 对 某 个 函数 f， 知 道 在 工 时刻 V(T, Sr) = f(Sr). 
(a) 利用 伊 鹏 公式 把 Y 表示 为 随机 微分 方程 的 解 . 
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(b) 假设 投资 组 合 7 = V 一 6S. 假设 该 投资 组 合 是 自 融 资 的 ， 求 出 7 满足 的 随机 
微分 方程 . 

(c) 求 6， 对 于 6 使 构造 的 投资 组 合 是 “瞬时 无 风险 ”， 即 消去 随机 项 . 

(d) 一 个 瞬时 无 风险 投资 组 合 的 回报 率 和 无 风险 利率 必定 相同 . 用 这 个 事实 求 
出 V(t,z) 满 下 的 ( 常 ) 偏 微 分 方程 ， 注意 到 这 就 是 习题 4 中 得 到 的 Black-Scholes 方 
程 . 

当然 ,6 就 是 复制 投资 组 合 中 所 持 股 票 的 份额 . 事实 上 ， 当 构造 的 投资 组 合 不 是 自 
融资 的 时 ， 该 衍生 产品 并 不 完全 满足 方程 ， 这 就 违背 了 (b) 中 的 假设 . 严格 的 推导 方法 
了 要求 投 资 组 合 由 上 上 时刻 一 份 期 权 ，-6 份额 的 资产 及 eV Se) 一 6Si) 份额 的 现金 
债 状 构成 . 

6. 对 到 期 日 为 ， 敲 定价 格 为 K 的 欧式 看 涨 期 权 ， 计 算 由 希腊 字母 表示 的 参数 
的 值 . 

7， 一 个 可 选择 的 求解 Black-Scholes 方程 的 方法 是 ， 通 过 变量 代 换 将 Black- 
Scholes 方程 转化 为 热传导 方程 . 假设 F(t, z) : [0, TT| x [0, oo] 一 及 满足 


OF 1 OF OF 
s(t z) 十 5 7 (t, T) 十 rz s(t Tz) 一 rF(t, z) 一 
满足 的 边界 条 件 为 
F(t,0) = 0 
Ft, 7) 


一 一 一 1 (x 0) 


F(T,z) = (zr— K). 


也 就 是 ， 斑 是 满足 边界 条 件 的 Black-Scholes 方程 的 解 ， 即 用 于 敲定 价格 为 政 到 期 日 
为 了 的 欧式 看 涨 期 权 的 定价 . 


(a) 证 明 : 作 变 量 代 换 


t= Ke’, = 了 -也 F = Kv(7,y) 
从 而 原 方程 变 为 
Ov 1] 。 


(7 y) = OV(r y) + (k— 1) or y) ~ kvu(T,Yy), y €E R,T € b ~g T| 
OT 了 Ov? Ov 3 和 3 | ”9 FE 


其 中 天 = 2r/o?,v(0,y) = (ey 一 1)+. 


(b) 现在 令 v(7,9) = e*Y1i7 "Tu(7T,y)， 求 a 和 6B， 使 得 


Ou O21 
57 (TY) 一 Bya TY) yet 及 ， 
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并 求 wu 相应 的 初始 条 件 . 

(c) 求解 ， 并 代 回 原 变 量 ， 从 而 得 到 欧式 看 涨 期 权 的 Black-Scholes 定价 公式 . 

8. 证 明 ; 对 每 一 个 常数 A,， V(t,z) = 二 Ax 和 V(t,z) = Ae”: 均 是 Black-Scholes 
微分 方程 的 精确 解 ， 并 说 明 它 们 的 金融 意义 及 每 种 情况 的 对 冲 组 合 是 什么 ? 

9. 求 出 有 下 列 特殊 形式 的 Black-Scholes 方程 的 最 一 般 的 解 . 

(a) V(t,z) = V(z), 

(b) V(t,zx) 二 f(t)g(z). 这 些 是 有 相似 解 的 例子 ， 其 中 (a) 给 出 的 解 表示 永久 期 权 
的 价格 . 

10. 令 C(t, Si), P(t, St) 分 别 表示 有 相同 敲定 价格 入 和 相同 到 期 日 工 的 欧式 看 
涨 和 看 跌 期 权 的 价值 证明 : C(t,z) 一 P(t,z) 也 满足 终 值 条 件 为 C(T,z) 一 P(T,z) = 
ZX 一 KK 的 Black-Scholes 方程 ， 且 推出 xz 一 Ke-"(7~) 也 是 Black-Scholes 方程 的 解 . 试 
解释 这 些 结论 的 金融 意义 . 

11. 假设 如 同 5.3 节 中 的 模型 一 样 ， 求 英镑 看 涨 期 权 的 Black-Scholes 价格 ， 该 期 
权 赋 子 我 们 在 了 时 刻 以 KK 美元 兑换 1 英镑 的 权利 .相应 的 对 冲 组 合 是 什么 ? 

12. 验证 5.3 节 中 英镑 和 美元 投资 者 使 用 完全 相同 的 复制 策略 . 

13. 假设 美元 /日 元 的 汇率 对 于 常数 jy,o 满足 下 面 的 随机 微分 方程 


dS 一 /9tdt 十 oSd Wi, 


那么 在 一 年 内 期 望 的 美元 /日 元 和 日 元 /美元 汇率 都 是 250， 这 可 能 吗 ? 

14. 用 通 币 的 待 亏 ， 假 设 资产 价格 在 上 时 刻 遵 循 几何 布朗 运动 Se = So exp(vt 十 
oWt).、 如 采 在 每 个 无 穷 小 的 时 间 区 间 上 支付 给 资产 持 有 人 6Sidt 的 红利 ， 求 出 在 基于 
到 期 日 为 了 的 股票 远 期 合约 中 公平 价格 的 表达 式 及 相应 的 对 冲 组 合 . 

15. 给 出 在 习题 14 中 的 看 涨 - 看 跌 期 权 的 平价 公式 . 

16. 假 竣 在 例 5.4.2 的 合约 定价 中 ， 没 有 考虑 来 自 FTSE 的 股票 的 红利 ， 那 么 所 
得 的 合约 价格 是 偏 高 还 是 偏 低 ， 给 出 金融 方面 的 论证 ， 并 给 出 所 得 合约 价格 的 精确 值 . 

17. 假设 Ve 是 旦 融资 投资 组 合 的 价值 ， 像 5.4 节 中 一 样 ， 该 投资 组 合 由 内 份额 
的 定期 支付 红利 的 股票 和 Wi 份额 的 现金 债券 所 构成 ， 求 出 在 该 假设 下 满足 友 的 自 融 
资 特征 的 微分 方程 . 

18. 找 出 能 复制 例 5.4.3 中 的 远 期 合约 的 投资 组 合 . 

19. 基于 5.4 放 中 定期 支付 红利 的 股票 ， 定 价 和 对 冲 到 期 日 为 卫 ， 敲 定价 格 为 KK 


的 哆 式 看 涨 期 权 .根据 方程 (5.5) 中 计算 远 期 合约 价格 的 Black-Scholes 公式 给 出 你 的 


结论 . 


20. 验证 5.5 节 中 远 期 合约 价格 和 看 涨 期 权 的 价值 ， 并 求 出 相应 的 自 融资 复制 投 
资 组 合 . 
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21. 证 明 : 如 末了 两 种 可 交易 资产 在 工 时 刻 有 相同 的 价值 ， 但 它们 必 在 s < 了 时 刻 
以 正 概 率 取 不 同 的 值 ， 那么 市 场 上 存在 套利 机 会 . 
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到 目前 为 此 绝 大 部 分 期 权 具 体例 子 是 关于 标准 看 涨 和 看 跌 期 权 的 例子 . 这 
样 的 期 权 有 流通 的 市 场 ， 它 们 的 价格 是 比较 好 确定 的 且 有 竞争 优势 .那些 非 
标准 看 涨 或 看 跌 期 权 称 作 奇 蜡 期 权 . 引入 这 样 的 期 权 可 以 拓宽 银行 业务 范围 或 
去 满足 对 冲 和 顾客 的 投机 需要 . 这 样 的 期 权 通 常 没有 市 场 且 它 们 的 买卖 仅 在 
“ 场 外 ”进行 .尽管 这 样 的 奇异 期 权 的 定价 和 对 冲 规 则 与 标准 期 权 完 全 一 致 ， 
但 它们 的 风险 管理 尤 需 注意 .这 样 的 奇异 期 权 不 仅 不 像 标准 期 权 那 样 能 够 流 
通 ， 而 且 它 们 的 收益 还 经 常 是 不 连续 的 ， 因 此 当 临 近 到 期 日 时 就 可 能 有 很 大 的 
“ 增 晤 ”使 得 很 难 进 行 对 冲 . 

本 草 主 要 研究 几 种 奇异 期 权 的 例子 . 对 于 最 简单 奇异 期 权 的 定价 和 对 冲 就 
是 “打包 ”(package)， 即 期 权 的 收益 是 标准 大 众 化 期 权 和 原生 资产 的 一 个 组 
合 ， 我 们 已 经 在 1.1 节 中 遇 到 过 这 种 期 权 ， 在 这 里 再 把 它 的 定价 作为 一 个 习 
题 . 接 下 来 的 几 个 最 简单 的 例子 是 欧式 期 权 ， 即 期 权 在 到 期 日 的 收益 是 一 个 
关于 股票 价格 的 函数 . 在 6.1 节 中 考虑 的 收益 是 不 连续 的 而 且 还 发 现 潜在 的 对 
冲 问 题 ， 在 6.2 节 中 转 而 关注 多 阶段 期 权 . 这 种 期 权 允 许 在 期 权 有 效 期 中 作出 
判定 或 重新 设置 条 件 . 本章 剩 下 的 部 分 用 来 研究 路 径 依 赖 期 权 . 在 6.3 节 中 用 
与 3.3 节 中 相同 的 方法 对 回 望 期 权 和 障 但 期 权 进 行 定 价 ， 在 6.4 节 中 将 简单 
地 讨论 一 下 亚 式 期 权 ， 它 的 收益 依赖 于 在 期 权 的 整个 有 效 期 内 股票 的 平均 价 
格 . 最 后 在 6.5 市 中 简单 地 介绍 一 下 在 连续 时 间 下 美式 期 权 的 定价 . 


6.1 其 有 不 连续 收益 的 欧式 期 权 


我 们 在 基本 的 Black-Scholes 模型 框架 下 讨论 ， 即 市 场 是 由 一 个 在 t 时 刻 
价值 为 如 = e 的 无 风险 现金 债券 和 一 个 单 风险 资产 构成 的 ， 这 个 单 风 险 资 
产 的 价格 {Si}zzo 遵循 几何 布朗 运动 . 
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5.2 节 中 在 这 个 框架 下 建立 了 关于 欧式 期 权 定 价 和 对 冲 组 合 的 显 式 表 达 
式 . 特别 是 ， 者 在 到 期 日 工时 刻 期 权 的 收益 为 Cr = FSr)， 那 么 在 二 时 [35 
刻 (0 < t 专 工 ) 期 权 的 价值 为 


Vi = F(t,S) = EQ ec f(S7)|F| 
— ee-"(T-t) 三 f (5, exp (( 一 ”) ( 工 一 如 十 covT 
X 志 exp ( 一 所 )dy (6.1) 


其 中 @ 是 蒜 测 度 ， 而 且 权 益 f(Sr) 能 被 在 t 时 刻 由 内 份额 股票 和 如 = 
e (到 一 办 2) 份额 现金 债券 所 构成 的 投资 组 合 所 复制 ， 这 里 


OF 
Pt 一 人 2) (6.2) 


T= 


数学 上 如 何 精确 计算 这 个 积分 将 在 本 书 的 后 面 给 以 讨论 ， 然 而 ， 我 们 将 会 看 
到 ， 当 收益 是 Sz 的 不 连续 函数 时 过 多 地 考虑 假设 条 件 会 导致 对 这 些 公 式 有 用 
性 的 怀疑 . 

例 6.1.1[ 数 字 期 权 (Digital option)] 数字 期 权 有 时 也 称 为 两 值 期 权 或 数字 期 
现金 或 无 值 期 权 ， 它 的 收益 是 由 一 个 Heaviside 函数 给 出 的 ， 例 如 ， 一 个 敲定 权 和 和 针 


价格 为 六 的 数字 看 涨 期 权 在 到 期 日 全 时刻 有 收益 风险 
]，, ST 之 Kk, 
Cr = | 0, ST <K. 
求 该 期 权 的 定价 和 对 冲 公式 . 


解 ”为 了 求解 公式 (6.1) 必须 确定 y 的 范围 ， 对 于 y 
g2 
St exp ((- (Td) + oyVT-1) > KK. 
整理 可 知 当 y > qd 时 上 式 成 立 ， 其 中 
1 Kk o? 
d = (1 (a) 一 (= ST )(r-)). 
记 量 为 正 态 分 布 函 数 并 把 它 代入 公式 (6.1) 可 得 140 


c 1 2 -4 1 2 
WW = eo | ey /2d 一 eo | ey /2d 
d V2T “ _oo V93T 2 


e "(Tt (—q) 一 e-"(T-t) gD(d,), 
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其 中 ) 6 
t (7 
2 二 二 (os (FE) + ("- )r-), 
与 例 5.2.2 中 一 样 . 
再 来 看 对 冲 问 题 ， 由 (6.2) 可 知 在 t 时 刻 复制 投资 组 合 中 所 持 股 票 的 份 物 
为 
b, = e-"(T-O)T l 


St V2T(T ~ t)o 。 
t 0 2 
ce 人 (- Nr oo (os (RK)+ (a)T-) ) 


当 t 一 全 时 ,在 ST = 上 9 收敛 到 集中 于 ST = 于 点 的 6 函数 和 1/K 
的 乘积 ， 考 虑 到 当 t 一 工时 复制 投资 组 合 的 涵义 ， 除了 9 = K，9 是 趋 近 
于 零 的 ， 但 是 若 5 趋 近 于 六， 那么 各 将 变 得 非常 大 ， 现 在 如 果 在 临近 到 期 
日 时 ， 资 产 的 价格 趋 近 于 及， 那么 它 的 值 就 会 以 很 高 的 概率 在 到 期 日 之 前 多 
次 越过 值 5; = KK. 但 是 如 果 资 产 价格 在 趋 近 到 期 日 时 在 敲定 价格 左右 捍 动 ， 
那么 对 于 这 个 对 冲 组 合 来 说 我 们 的 策略 就 是 迅速 地 买 进 或 卖 出 大 量 的 原生 资 
产 ， 由 于 市 场 不 如 在 Black-Scholes 模型 中 万 设想 的 那样 完善 ， 并 且 不 能 立即 
的 买 进 或 卖 出 ， 那 么 资产 价格 微小 的 变动 (更 不 必 说 交易 费用 ) 所 市 来 的 风险 
就 能 轻易 超出 出 售 这 种 数字 期 权 引 起 的 最 大 负债 .这 就 是 与 这 种 期 权 相 关 的 所 
谓 “ 针 ”风险 (pin risk). 口 

如 果 我 们 能 够 克服 关于 数字 期 权 的 Black-Scholes 定价 的 有 效 性 的 忧虑 ， 
那么 束 可 以 把 它们 作为 其 他 奇异 期 权 的 标准 组 件 . 事实 上 ， 由 于 在 工时 刻 收 
益 为 Lik, xs (Sr) 的 期 权能 够 通过 买 进 一 份 敲定 价 为 Ka 到 期 日 为 工 的 数字 
期 权 和 卖 出 一 份 敲定 价 为 K1 到 期 日 为 工 的 数字 期 权 来 复制 ， 那 么 在 理论 上 
就 可 以 通过 数字 期 权 的 线性 组 合 (可 能 是 无 限 的 ) 来 复制 欧式 期 权 从 而 求 出 它 
的 定价 公式 . 
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某 些 期 权 允 许 在 期 权 有 效 期 中 做 出 判定 或 重新 设置 条 件 . 一 个 具体 的 例子 
就 是 第 2 章 习 题 3 中 的 远 期 启动 期 权 . 为 了 解释 如 何 为 多 阶段 期 权 定价 ， 我 们 
来 求 一 个 远 期 局 动 期 权 的 Black-Scholes 定价 公式 . 

例 6.2.1 ( 远 期 启动 期 权 ) ”一 个 远 期 启动 期 权 是 这 样 一 张 合约 : 持 有 人 
在 To 时 刻 在 没有 额外 费用 下 拥有 一 份 敲定 价 为 Sr， 和 到 期 日 为 廿 > 症 的 期 
权 . 车 无 风险 利率 为 7 ， 求 上 < 了 时 刻 这 份 期 权 在 Black-Scholes 模型 下 的 价 
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格 . 
解 ” 先 假设 te [To, 了 | ， 那么 由 tt 可知 Sr ， ， 因 此 这 份 期 权 的 价值 束 是 
一 份 融 定价 格 为 Snr， 和 到 期 日 为 五 的 欧式 看 涨 期 权 的 价值 ， 即 


V.= ei) RQ (Sr 一 Sm)+| 有 | 


其 中 Q 是 个 概率 测度 ， 在 该 测度 下 原生 资产 贴现 价格 是 个 蒜 ， 特别 是 ， 在 Zr 
上 时刻， 根据 例 5.2.2 有 


Vr, = ST,®(di) — ST,e "(Ti-To)g(d,). 


其 中 


2 2 
C+D -nD 
TR VF 
即 


2 oO oO 


Vr = sn,{ 3( (r+ -es) 2)\ 


一 CSOT, 


其 中 c = c(7,o, To, 守 ) 与 资产 价格 无 关 . 

为 了 求 得 t+ < 了 时 期 权 的 价格 ， 我 们 注意 到 在 元 时 刻 的 期 权 在 时 间 
多 同 0<t< To 上 能 由 cc 份 原生 资产 构成 的 投资 组 合 所 精确 复制 ， 因此 
对 上 < To， 期 权 的 价格 由 cSi 给 出 ， 特 别 是 ， 在 零 时 刻 期 权 的 价格 为 


WW = so{fs(( 十 了 一 — "mel(( — 5 2 } 
2 0 2 0 
” 口 
注意 ， 为 了 定价 远 期 启动 期 权 ， 我 们 是 从 Ti 时 刻 向 后 倒 推 . 这 反映 了 一 一 般 策 


个 一 般 性 的 策略 ， 给 一 个 到 期 日 为 1 且 在 其 中 某 个 时 刻 TT 设置 条 件 的 多 时 略 - 
段 期 权 定 价 ， 它 分 为 下 列 几 个 步骤 . 


多 时 段 期 权 的 定价 : 
i. 来 出 五 时 刻 期 权 的 收益 . 
.根据 Black-Scholes 公式 求 出 te [Th, 五 ] 时 刻 期 权 的 价值 . 


3. 在 TD 时 刻 应 用 合约 条 件 . 
. 根据 Black-Scholes 公式 求 出 te [0, To] 时 刻 期 权 的 值 . 
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我 们 现在 根据 上 面 的 步骤 来 求 下 面 两 种 期 权 的 值 . 

例 6.2.2 (比率 衍生 物 ) ”比率 衍生 物 是 这 样 一 种 合约 : 两 个 时 刻 0 < 276 < 
T1 是 国定 的 ， 到 期 日 为 有 ， 此 时 收益 为 ST, /ST, . 求 t < 五 时 期 权 的 价值 . 

解 “ 先 假定 te [To, 帮 ]， 此 时 Sm 是 已 知 的 ， 于 是 


a = 


1 
eles 
10 


这 里 在 四 下 贴现 的 资产 价格 是 一 个 款 ， 因 此 到 = Si/S7,. 特别 是 Vi, = 1. 
此 对 于 t < 显然 期 权 的 价值 为 e-"(70-5. 口 

远 期 司 动 期 权 和 比率 衍生 物 都 是 小 集团 期 权 的 例子 ， 在 这 里 痪 定价 格 被 设 
置 为 关于 有 效 期 内 某 个 To 时 刻 股 票 价 格 的 函数 . 

一 类 相当 复杂 的 例子 就 是 复合 期 权 .， 它 们 称 为 “期 权 的 期 权 ”， 在 这 类 
期 权 中 原生 资产 的 角色 被 一 种 期 权 自 己 所 承担 复合 期 权 有 4 种 基本 类 型 . 
看 涨 的 看 涨 期 权 (call-on-call)， 看 涨 的 看 跌 期 权 (call-on-put)， 看 跌 的 看 涨 期 
权 (put-on-call) 和 看 跌 的 看 跌 期 权 (put-on-put). 

例 6.2.3 (看 涨 的 看 涨 期 权 ) “描述 一 个 看 涨 的 看 涨 期 权 必 须要 给 定 两 个 执 
行 价格 Ko, Ki 和 两 个 到 期 日 而 < 网 . 这 个 “原生 ”期 权 是 一 个 敲定 价格 
为 Kl1， 到 期 日 为 的 欧式 看 涨 期 权 . 看 涨 的 看 涨 期 权 合约 赋予 持 有 人 这 样 
的 权利 ， 在 To 时 刻 以 Ko 价格 买 进 这 份 原生 期 权 . 求 t < 二 时 该 期 权 的 价值 . 

解 ”我 们 已 经 知道 如 何 去 求 原生 看 涨 期 权 的 价值 . 由 Black-Scholes 公式 
可 知 To 时 刻 期 权 的 价值 为 

C(Sn, To; Ei,TI) = 3Tm GE(di(97 一 2 天 1)) 
—Koe "(Ti-To) (ds (ST,, Ti — TD, Ki)) 


其 中 


(Si T, _ To 天 log ( 知 )+ (r+ 全 )(n -To) 
Ttny 1 一 二 口 1 一 | 
oii 一 了 0 


co9io 1 一 7T0KI) 一 由 (9 克 一 有 ;并 ) 一 ov 有 一 7 
那么 复合 期 权 在 了 时 刻 的 价值 为 


V (To, ST7, ) -一 (CUL97， ? To; kil, T1) 一 Ko). 
册 一 次 利用 Black-Scholes 公式 可 得 + < 元 时 刻 期 权 的 价值 为 
V(t, 81) = erGb-9EQ (CS, ,To, KT) 一 Ko)+ |F8 | (6.3) 


这 里 资产 的 贴现 价格 在 @ 下 是 一 个 款 . 由 
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1 
ST, = Sr exp (cz 了 0 一 +t 十 ("- ;0 ) (To -9) 


这 里 在 Q@ 下 ，2Z ~ N(0,1)， 公 式 (6.3) 现在 给 出 用 二 元 正 态 随 机 变量 的 累积 
分 布 函 数 表 示 的 期 权 价 值 的 解析 表达 式 . 记 


f(y) = So exp (wm To t+ ( _ 32 (To — 2) 


并 显 式 定义 
To = inf{y ER:C(f(y),To; Ki,T1) > Kol}. 


og (2 -og (中 ) 二 oyvV To 一 t+ ("3 1 ?2 ?) (mo), 


f(y) = log(So/Ki) + oyvio—t+rT ~ oTo+ #02T 
svi = z 
bly) = log(So/ Ki1) +oyvTo -t+rT — #0°T 
2 ovVii 一 了 0 


现在 


因此 记 


可 得 
V5) = er 三 (ao) -Koes()) Ko) 


1 2 
x 一 一 -e-y /2dy. 
V2n Y 


6.3 回 望 期 权 和 障碍 期 权 


现在 我 们 来 讨论 依赖 路 径 的 期 权 的 第 一 个 例子 . 它 是 这 样 一 类 期 权 : 期权 
佳 到 期 日 的 收益 取决 于 合约 有 效 期 内 原生 资产 价格 演化 的 历程 . 

通常 我 们 用 {St}ogtg<T 表示 合约 有 效 期 内 原生 资产 的 价格 . 在 本 节 将 讨论 
这 样 一 类 期 权 ， 它 们 在 到 期 日 的 收益 不 仅 依赖 于 Sr， 而 且 还 同时 依赖 于 原生 
资产 价格 在 [0,T] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 或 其 中 之 一 . 


S(t) = mnm{Su.:0 < ut, 


S(t)= max{Su :0 < ut}. 
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定义 6.3.1 [ 回 望 看 涨 期 权 (lookback call)] 回 望 看 涨 期 权 赋 了 予 持 有 人 
这 样 的 权利 ， 在 了 时 刻 购买 一 份 股 票 ， 购 买 价 为 股票 价格 在 [0,T] 上 的 最 小 
值 ， 此 时 收益 为 

CT = ST — S(T). 

定义 6.3.2| 障 碍 期 权 (Barrier options)]j 障碍 期 权 是 这 样 一 份 期 权 ， 如 
果 原 生 资 产 价格 触及 到 提前 设置 的 障碍 ， 那 么 期 权 就 生效 或 失效 .这 里 有 两 种 
基本 类 型 : 

1. 敲 入 障碍 期 权 

(a) 上 升 敲 入 障碍 期 权 : 当 从 下 到 上 和 触及 障碍 时 期 权 才 生效 ， 

(b) 下 降 敲 入 障碍 期 权 : 当 从 上 到 下 和 触及 障碍 时 期 权 才 生效 . 

2. 敲 出 障碍 期 权 

” (a) 上 升 敲 出 障碍 期 权 : 当 从 下 到 上 触及 障碍 时 期 权 失 效 ， 

(b) 下 降 敲 出 障碍 期 权 : 当 从 上 到 下 触及 障碍 时 期 权 失 效 . 

例 6.3.3 仅 当 股票 的 价格 在 工 之 前 的 某 个 时 刻 跌落 到 预先 设置 的 水 平 c 
之 下 时 ， 下 降 敲 入 看 涨 期 权 的 收益 才 为 (ST 一 下 );， 否 则 期 权 是 无 效 的 , 即 期 
权 的 收益 为 

CT = 1{s.(T)ge} (ST — K+. 


在 蒜 测 度 @ 下 ， 我 们 总 是 能 把 这 类 期 权 的 值 表 示 为 一 个 贴现 的 期 望 值 ， 因 
此 期 权 在 零 时 刻 的 价值 可 记 为 
V(0, So) = e™" TEN[CT) (6.4) 
其 中 7 是 无 风险 借贷 利率 ， 贴 现 的 股票 价格 是 一 个 Q@- 蒜 ， 然 而， 为 了 
精确 地 计算 出 (6.4) 中 障碍 期 权 的 期 望 ， 需 要 知道 在 蒜 测 度 @ 下 (Sz, S(T)) 
各 (ST,S*( 了 T)) 的 联合 分 布 ， 幸好 我 们 在 第 3 章 做 了 很 多 这 方面 的 工作 . 
在 引 理 3.3.4 中 我 们 建立 了 布朗 运动 和 它 的 最 大 值 的 联合 分 布 . 特别 是 ， 
如 果 {Wijzzo 是 一 个 标准 的 P- 布朗 运动 ， 记 
M: = max W,, 


Os<t 


对 于 a>0 有 旦 Xa 有 


20 一 人 7 
PlM: 之 a,Wi<zrl=1i—® 
Me > 0 We < a 人 


由 对 称 性 ， 记 mt = min W,, 对 于 ae<0 且 zy>a 有 


一 2Q 十 了 
了 lm 和 az>Zz=1 一 ， 
me ‘> ( vt ) 


或 人 微分， 大 a<0 且 za, 则 


Plmzr < a, Wr edz] = p7(0, —2a + x)dz = pr (2a, 7)dz, 
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其 中 | 
p79) = i P(e Y/2). 
把 这 些 结果 与 Girsanov 定理 (的 两 个 应 用 ) 结合 起 来 就 可 以 得 到 在 团 测 度 Q 
下 (ST,S*(T)) 和 (ST, S(T)) 的 联合 分 布 . 
通常 ， 在 市 场 测 上 度 P 卫 下 


Si 一 So exp(vt + oW:i), 


其 中 {Wi}zo 是 个 了 P- 布衣 运动 . 倘 夺 暂且 假定 v = 0， 那 么 8: = Soexp(oWi)， 
而 且 $5,(t) = Soexp(omt) ，S*(t) = Soexp(o Mi) .在 这 个 特殊 情形 下 ， 股 票 
的 价格 和 它 的 最 小 值 (或 最 大 值 ) 的 联合 分 布 可 由 (Wi, mz:) (或 (Wi, Mi)) 推导 
而 来 ， 当然 通常 情况 下 ， 不 管 是 在 市 场 测 度 P 下 还 是 在 款 测 度 Q 下 ，v 都 不 
为 0. 我 们 采取 的 策略 不 仅 转换 到 款 测 度 下 使 用 Girsanov 定理 ， 而 且 有 时 还 
要 转换 到 一 个 等 价 测度 ， 使 得 在 该 测度 下 8 = So exp(oWi) . 

引 理 6.3.4 设 {ihizo 是 由 也 二 让 十 Xi 给 出 的 ， 其 中 6b 是 一 个 常 
数 ，{Xijizso 是 一 个 Q@- 布朗 运动 . 记 对 人 = min{fY :0 区 wu 丰 ， 则 


pr (7, T)dz, TX < 0, 


Y,(T)<a,Yr EeEdr|= 
QU < a, Yr € d7] {TO sas Z 之 0 


同上 ，pi(X,Yy) 表示 布朗 转移 密度 函数 . 
证 根据 Girsanov 定理 ， 存 在 一 个 等 价 于 测度 @@ 的 测度 下 ， 在 这 个 测度 
下 {上 zo 是 个 PP- 布朗 运动 ， 且 
dP 
dQ 
注意 此 式 仅 通过 XT 依赖 于 {Xi}oxixT . 事件 {六 (TT) < a,Yr Ee dx} 的 Q@- 概 
率 为 它 的 P- 概率 乘 以 伟 |z, 在 Yr = z 时 的 值 ， 当 前 


= CXP ( 一 入 7 一 527) 
大 2 


dQ 1 oN 1,» 
dp = eXxDp (bxr + a 7 ) 一 €xXxp (oY 一 50 站 


因此 对 了 于 a<0 和 和 za 有 
QIY(T) < a,Yredzrz| = PI[Y,(T) < a,Yr € dzxjexp (bz 一 $527) 


pT (2a, X) exp (bz 一 027 ) dz (6.5) 
= epT(2a + bT, zx)dx. 


142 第 6 章 具有 不 同 收益 的 期 权 
显然 ， 对 于 zx 拟 a， {Y,(T) < a, Yr €E dx} = {Yr € dz}, 故 对 于 x 芝 a 有 


QIY(T) <a,Yredzrz| = Ql[Yr € dz| 
QT 十 和 了 E dz| 
pr(bT', x)dz 


证 毕 . 口 


对 (6.5) 两 边关 于 a 微分 ， 根 据 联合 密度 ， 对 于 a < 0 可 得 


2e 


2ab 
QIY.(T) e da, Yr € dx] = Iz —2alpr(2a+bT,x)drda, za. 


如 果 工 <a 或 a > 0， 联合 密度 显然 为 0. 在 习题 13 中 要 求 去 求 Q 测度 下 YI 
和 YY*(T) 的 联合 分 布 . 

价格 表 由 第 5 草 可 知 ， 在 蒜 测 度 Q@ 下 ，5S = So exp(oY;)， 其 中 

达 式 


("— #0°) 


Y= t+ A 


且 {Xtjszo 是 一 个 @- 布朗 运动 ,因此 通过 应 用 这 些 结论 与 5 = (r 一 402)/o, 现 
在 就 可 以 计算 出 到 期 日 为 TT， 收益 依赖 于 股票 在 时 刻 的 价格 和 它 在 合约 有 
效 期 内 最 小 值 (或 最 大 值 ) 的 任何 期 权 的 价格 .如果 收益 为 Cr = g(S,(T), Sz) 
且 r 为 无 风险 利率 ， 那 么 期 权 在 零 时 刻 的 价值 为 


V(0,50) = eB lg(S,(T), Sr) 
— er7 / / g(Soe””, Soe”®)QIY; (T) € da, Yr € dzl, 
例 6.3.5( 下 降 敲 入 看 涨 期 权 ) 求 下 降 敲 入 看 涨 期 权 在 零 时 刻 的 价格 ， 它 


在 工时 刻 的 收益 为 
CT = 1{s.(T)ge} (ST — KE)+ 


其 中 c 是 一 个 ( 正 的 ) 预先 设置 的 小 于 到 的 常数 . 
解 利用 9, = So exp(o 了 5)， 因 此 收益 又 可 记 为 


CT = 1{Yy.(T)<# log(e/So)} (Soe” 了 一下)+， 


记 b6=(r—30°)/o, a= log(c/S0) 且 zo = log(K/So)， 可 得 


Y (0, S50) = eo | (Soe”” — K)Q(Y,(T) < a, Yr € dz). 
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根据 上 面 所 得 的 ( 款 (T), Yr) 的 联合 分 布 的 表达 式 可 得 


V(0,S0) =e 一 / (Soecz — K)e’?pr (2a + bT, x)dz. 


0 


这 里 我 们 用 到 这 样 一 个 事实 由 于 ce < 五 ,所 以 zo 之 a .首先 观察 


OO 1 2 
出 ee 一? /2dy 

(zo0—2a—bT)/VT VY 27 
六 —zo)/VT 1 


OO 
ei | Ke’~pr(2a + bT, x)dz 
0 


e 一 7 工 e2a5 


人 


有 e 一 7 工 Ke 人 ( 吉 
一 5 


co- 2 
y /2dy 
Ce Vn 
2 


一 一 Ge a 


过 一 1 s( 22 一 i 
: VT 
其 中 F=e'ice/So. 

问 焉 ， 


el / Soe”™ ezoppr(2a 十 bzZ)dz 
To 


OO 2 
-soerrrezs 三 ee 人- (z — (20 + 67) rT] jo 
0 V 不 


2 


OO 
| 
_ Soe ee [ ey /2dy 
(zo—(2a+bT)—oT)/VT VZ2T 


1 
x exp (io 十 Za 十 boT ) 


ei ( 吾 ) 二 log(F/K)+ 30o°T 
So ovT 


与 例 5.2.2 相 比 可 得 


c \ ol ce” 
V(0, S50)= |— —, 0; 
( 0) (在) C SO A, 3 


其 中 C(x,t; KK, 了 ) 是 敲定 价格 为 KK， 到 期 日 为 荆 ， 股 票 价格 在 t 时 刻 为 xz 的 欧 
式 看 涨 期 权 在 t 时 刻 的 价格 . 口 
障碍 期 权 的 价格 也 可 表示 为 一 个 偏 微分 方程 的 解 . 
例 6.3.6 (下 降 敲 出 看 涨 期 权 ) ”除非 在 合约 的 有 效 期 内 原生 资产 的 价格 跌 
落 到 预先 设置 的 障碍 c 之 下 ， 下 降 敲 出 看 涨 期 权 有 与 欧式 看 涨 期 权 一 样 的 站 
益 (ST 一 慌 )+ ,在 此 情形 下 期 权 被 “ 敲 出 ”， 终 止 有 效 . 


概率 或 
PDE? 
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如 果 St = x ， 那 么 记 V(t,z) 为 这 样 一 个 期 权 在 圭 时 刻 的 仁 ， 并 假 
定 KK >c, V(t,z) 是 对 于 (t,x) e [0,T] x [ec,o00) ， 符 合 下 列 边界 条 件 的 解 


V(T,S7) = (or — EK)+, 
V(t, co) = 0, te |[0,T], 
VU, 7) 一 1 T 一 CO， 


凯 


最 后 一 个 边界 条 件 意味 着 当 Si 一 oo 时 ， 资 产 价格 在 工 时 刻 之 前 触及 到 障碍 
水 平 c 的 概率 趋 近 于 零 . 

习题 16 给 出 了 含有 这 类 边界 条 件 的 Black-Scholes 偏 微 分 方程 的 一 种 解 

当然 越 来 越 多 复杂 的 障碍 期 权 可 能 是 浮动 的 ， 例 如 ， 一 个 双 敲 出 期 
权 (double knock-out option) 只 有 当 股 票 的 价格 在 合约 的 有 效 期 中 处 于 fei, ca] 
中 时 才 是 有 效 的 ， 求 这 类 合约 的 概率 定价 公式 需要 知道 (Sz, S(T), 5S*(T)) 
的 联合 分 布 ， 在 单一 障碍 期 权 情 形 下 ， 这 种 联合 分 布 是 利用 Girsanov 定理 
从 (WT,mr, MT) 的 联合 分 布 推导 而 来 的 ， 其 中 {Wijiso 是 个 P- 布朗 运动 ， 
并 县 {mz }>0 ; {Mi:}>0 分 别 是 它 的 最 小 值 和 最 大 值 ， 这 依次 由 下 式 给 出 ， 


PIHY7 € dy,a < mr, Mr <b= 2》, {pr (2n(a—b),y) —p(2n(6—0),y—20) }dy; 


入 全 禄 
可 以 参见 Freedman (1971) 给 出 的 证 明 ， 那 么 一 个 显 式 定价 公式 将 是 无 限 
项 和 的 形式 .在 习题 20 中 可 以 通过 直接 求解 Black-Scholes 微分 方程 得 到 定价 
公式 . 
如 同 第 5 草 的 习题 7 一样， 在 本 章 后 面 的 习题 中 我 们 又 将 看 到 ，Black- 
Scholes 偶 微 分 方程 通过 转换 成 热传导 方程 (有 合适 的 边界 条 件 ) 来 求解 . 这 与 
概率 的 方法 完全 一 致 ， 即 把 期 望 价格 转换 成 一 个 布朗 运动 函数 的 期 望 . 


6.4” 亚 式 期 权 


业 式 期 权 的 收 益 是 资产 价格 在 合约 整个 有 效 期 内 的 平均 值 的 函数 . 例如 ， 
敲定 价 为 K 到 期 日 为 了 的 亚 式 看 涨 (Asian call) 期 权 的 收益 为 


1 了 
CT = (z/ Sdt 一 天 | 。 
7 人 


显然 Cr Er， 因 此 通过 第 5 章 的 Black-Scholes 分 析 可 以 给 出 这 类 期 权 在 零 
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WW = EQ je (# | - Sidt — K | . (6.6) 


然而 ， 计 算 这 个 积分 是 一 件 很 不 容易 的 事情 ， 我 们 无 法 得 到 如 前 面 章节 一 样 比 
在 这 篇 文章 中 有 许多 变量 . 例如 ， 我 们 可 能 要 求 这 样 一 个 权益 的 值 ， 它 的 


收益 为 有 
CT = i(snz | sedt ) 


在 7.2 节 中 将 去 研究 把 这 类 权益 (和 更 复杂 的 权益 ) 的 价格 表示 为 一 个 多 维 
的 Black-Scholes 方程 的 解 的 方法 . 而且 (参见 第 7 章 习 题 12)， 根 据 这 个 方程 
的 解 也 可 以 求 出 对 冲 组 合 的 一 个 显 式 表达 式 ， 然 而 ， 求 多 维 的 Black-Scholes 
方程 要 比 求 相应 的 一 维 情况 困难 得 多 ， 而 且 通 常 要 借助 于 数值 解法 . 

直接 去 求解 (6.6) 的 困难 主要 在 于 ， 尽 管 与 Sz 的 对 数 正 态 分 布 相 比 平 
均 过 程 元 /Sedt 在 任 一 时 刻 都 有 显 式 表 达 式 ， 但 是 却 没 有 分 布 函数 表达 
式 ， 有 些 方法 被 认为 可 以 克服 这 个 困难 ， 例 如 可 以 通过 选择 一 个 适当 参数 的 对 
数 正 态 分 布 来 简单 晕 近 这 个 平均 过 程 的 分 布 . 

一 个 很 自然 的 方法 就 是 把 连续 时 间 离散 成 时 刻 二 ,t。， 然 后 取 这 些 时 
刻 上 的 平均 值 来 取代 连续 平均 ， 当 计算 一 个 实际 资产 的 连续 平均 很 困难 的 时 
候 ， 这 种 方法 还 是 有 一 定 的 实际 意义 ， 实 际 上 ， 很 多 合约 规定 ， 它 们 的 平均 值 
可 以 通过 这 种 离散 的 情形 来 计算 例如 根据 每 天 的 结 算 价 格 来 计算 ， 在 数学 


上 ， 连 续 平均 二 a/ Sidt 可 以 用 二 地 2 来 代替 ， 尽 管 建立 在 离散 模型 上 的 


期 权 价格 的 计算 很 快 就 变 得 不 切实 际 ， 但 还 是 可 以 用 与 多 阶段 期 权 一 样 的 方法 
来 处 理 (见习 题 21). 


一 个 更 进一步 的 方法 是 用 几何 平均 来 取代 算术 平均 ， 即 考虑 用 (TI Sw,)1/7 
t+ 二] 


时 刻 的 价值 为 


来 取代 2 i 2 5， 由 于 几何 平均 服从 对 数 正太 分布 (习题 22)， 因 此 对 于 亚 式 


期 权 而 言 相 应 的 近似 定价 公 起 束 能 够 精确 地 求解 出 来 ，( 在 习题 23 中 要 求 出 一 
个 基于 几何 平均 的 连续 模型 上 的 亚 式 看 涨 期 权 的 定价 公式 ，) 当然 正 数 集合 的 
算术 半 均 总 是 大 于 几何 平均 ， 内 此 这 种 近似 方法 总 是 低估 了 亚 式 看 涨 期 权 的 价 
格 束 不 足 为 奇 了 . 


离散 情 


连续 时 
则 ] 
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6.5 ”美式 期 权 


这 里 对 美式 期 权 的 深入 完整 的 探讨 超出 了 我 们 的 范围 . 美式 期 权 价格 的 
显 式 表达 式 只 在 一 些 特殊 的 情况 下 才 存 在 ， 因 此 一 般 情 况 下 必须 借助 数值 方 
法 来 求解 . 一 种 方法 是 利用 第 2 章 中 介绍 的 离散 (二 项 式 树 ) 模型 ， 为 一 种 方 
法 就 是 再 把 价格 作为 一 个 但 微分 方程 的 解 . 对 于 这 个 方程 我 们 不 给 出 严格 的 推 
导 ， 而 是 利用 第 2 章 的 结论 对 解 的 形式 给 以 朋友 式 解 释 . 

如 第 2 章 中 所 见 ， 不 支付 红利 的 美式 看 涨 期 权 的 价格 与 欧式 看 涨 期 权 的 
价格 完全 一 样 ， 因 此 这 里 着 重 探讨 美式 看 跌 期 权 (American put option). 这 类 
期 权 赋 予 持 有 人 这 样 的 权利 ， 在 到 期 日 了 之 前 的 任何 时 刻 以 价格 K 去 购买 一 
份 股票 . 

如 2.2 记 所 解释 的 那样 ， 在 离散 时 间 模 型 中 ， 帮 VY(n, Sn) 为 n6t 时 刻 期 
权 的 价值 ，S% 为 n6t 时 刻 的 资产 价格 ， 那 么 


V (n, Sn,) = max {(K — S$,),, EQle-"sty (n+1, Sn+)|Fn]}, 


其 中 @ 是 个 鞭 测 度 ， 特 别 是 ， 在 任何 时 刻 V(n,S%) > (K - 9)+ 恒 成 立 ， 可 
以 看 到 在 每 个 固定 点 n，S% 的 可 能 值 被 边界 值 Sy(n) 分 成 两 种 区 域 ， 用 Sy(n) 
来 表示 : 若 9。 > Sy(n) 则 最 好 持 有 期 权 ， 若 S$,, < Sy(n) 则 最 好 终止 持 有 期 
权 . 称 {19y(n)}jo<ngN 为 执行 边界 (exercise boundary). 

在 例 2.4.7 中 我 们 得 到 了 执行 边界 的 一 个 性 质 ， 我 们 证 明了 贴现 的 期 权 价 
格 可 以 写成 V, 一 M,, 一 4，， 其 中 {Mfnjo<n<N 是 一 个 者) 一 庚 ， {4}o<n<N 
是 一 个 非 减 的 可 料 过 程 . 期权 在 4 天 0 时 的 首 达 时 刻 nbt 被 执行 ， 总 之 ， 
在 终止 区 域内 4 和 关 0 且 全 = (K 一 5,):， 那 么 当 不 在 终止 区 域 时 ， 即 
当 9 > Sy(n) 时 , Vi(n, S55,) = AM . 

在 Aw41 关 0 时 的 首 达 时 刻 终止 持 有 的 策略 是 最 优 策略 ， 在 这 个 意义 下 ， 
右 记 TN 为 所 有 可 能 终止 时 刻 的 集合 ， 这 些 终止 时 刻 在 {0,1,…… , N} 中 取 值 ， 
那么 z 

V(0, $0) = sup EY le-™"(K 一 S57)+|Fol. 
TEiN 


由 于 任意 可 行 策略 的 执行 时 刻 必 是 一 个 停 时 ， 这 就 是 说 期 权 的 持 有 人 不 可 能 有 
其 他 更 好 的 执行 策略 ， 以 公平 价格 为 特征 的 最 优化 方法 来 自 于 习题 2.4 中 要 提 
供 的 ， 现 在 已 经 熟悉 的 套利 方法 . 

现在 假设 我 们 正式 地 讨论 2.6 节 中 的 连续 情形 ， 我们 希望 在 这 种 条 件 
下 ,V(t, S54) >( 开 一 93)+ 也 处 处 成 立 , 且 对 每 个 t 我 们 可 以 定义 Sy(t) 使 得 
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当 5 > Sy(t) 时 最 优 策略 为 继续 持 有 期 权 ， 而 3 < Sy(t) 时 则 终止 持 有 . 由 
于 在 终止 区 域 V(t, Si) = (K 一 5)4+ ， 而 在 继续 持 有 区 域 V(t, S51) = Mi， 其 
中 贴现 过 程 {AMjo<t<r 是 一 个 Q- 加， 是 @ 是 等 价 于 下 的 测度 ， 在 这 个 测度 
下 股票 的 贴现 价格 是 一 个 蒜 . 由 于 {Mi}ogtgr 可 以 考虑 作为 欧式 期 权 的 贴现 
值 ， 所 以 这 就 告诉 我 们 在 继续 持 有 区 域 ，VY 仿 z) 必定 满足 Black-Scholes 微分 
方程 . 

那么 我 们 可 以 猜测 在 {(t,x) : x > Sy(t)} 上 期 权 的 价格 V(t,xz) 必定 满 
自 Black-Scholes 方程 ， 而 在 此 区 域外 V(t,z) = (K 一 zx):. 如 果 我 们 给 定 一 个 
关于 Sy 的 适当 的 边界 条 件 ， 邦 么 可 以 把 它 作为 V(t,z) 的 一 条 性 质 ， 但 事实 
是 Sr 的 是 一 个 自由 边界 (free boundary)， 我 们 不 能 事先 确定 它 的 位 置 ， 因 此 
这 是 一 个 非常 复杂 的 问题 

由 套利 问题 (习题 25) 可 知 美 式 看 跌 期 权 的 价格 应 该 是 连续 的 ， 我 们 已 经 
验证 了 V(t, Sy(t)) = (K 一 Sy(t)): ， 由 于 如 果 期 权 的 值 为 零 在 t < 工时 刻 去 
执行 显然 是 不 明智 的 ， 因 此 事实 上 我 们 有 V(t, Sy(t)) = K -- Sy(t) .现在 假 
定 当 通过 执行 边界 时 V(t,7z) 关于 xz 是 连续 可 微 的 (这 里 我 们 将 略 去 对 它 的 证 
明 )， 由 于 

V(t,z) 


V(t,7) > (EK 


那么 在 执行 边界 必定 有 > _1 ， 假 定 在 执行 边界 的 某 点 上 TY >-_1, 屠 
么 通过 在 选择 执行 的 那些 点 上 把 股票 的 价格 从 Sj 减少 到 S*， 实 际 上 就 可 以 
提高 在 这 一 点 (t, Sy(t)) 期 权 的 价值 ， 这 与 最 优 执 行 策略 是 相 予 盾 的 ， 因 此 在 
执行 边界 必 有 4 一 一 1 . 

我 们 现在 完全 可 以 把 V(t,z) 描述 为 一 个 自由 边界 值 问题 的 解 ; 

命题 6.5.1 (美式 看 跌 期 权 的 价值 ) 记 V(t,zx) 为 融 定 价格 为 瓦 ， 到 期 日 
为 工 的 一 份 美式 看 跌 期 权 的 价值 ,7 是 无 风险 利率 . V(t,x) 有 如 下 性 质 ， 
对 任 一 时 间 t € [0,T] 存在 一 个 数 Sy(t) € (0,00),， 使 得 当 0 < x < Sy(t) 
和 0<<t<T 时 有 
可 30 ZT 3 +ree ryV <0. 
且 当 te€[0,T] 和 Sy(t) <x<o 时 ， 有 


2 
V(t,72)=K— 7, ov | 1 272 三 
站 


DY 1 ,2.0V OV 
V(t,T)>(K— D)+， 于 十 5 7 万- 十 rz rV =0. 
在 X= Ss(t) 上 边界 条 件 是 期 权 价 格 过程 关 于 x 是 连续 可 微 的 ， 关 于 时 间 七 连 
续 的 ， 且 


V(t, Sj() = (K ~ Ss()+, 2 起 Sr() 一 一 1 


一 个 显 
式 解 
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此 外 ，V 满足 终止 条 件 : 
V(T, ST ) 一 (K 一 ST)+4. 


命题 6.5.1 的 自由 边界 问题 作为 一 个 线性 互补 问题 (linear complementarity 
problem) 更 容易 分 析 . 若 用 下 面 的 记号 来 表示 : 
20 
Casf = +30 ?2 rz5 rf, 
则 目 由 边界 值 问题 可 以 表述 为 
LBsV(t, zr)(V(t, x) — (K —2)+)=0, 


且 满 足 LpsV(t,7x) < 0,V(t,z)— (EK-— Z)+ > > 0,V(T,7x) = (K — 7z),, 
当 工 一 00 时 V(t,z) 一 00, 以 及 V(t,z) 和 名 以 z) 是 连续 的 . 

注意 到 这 种 表示 方法 就 完全 避 开 了 对 自由 边界 的 明显 依赖 . 变 分 方法 可 
以 用 来 求解 这 类 问题 ， 而 且 边 界 可 以 从 它 的 解 中 重新 得 出 . 这 些 知 识 超出 了 
我 们 在 这 里 讲述 的 内 容 ， 要 想 了 解 更 多 的 细节 可 参见 Wilmott，Howison & 
Dewynne (1995). : 

我 们 用 一 个 美式 期 权 少 有 的 例子 来 结束 本 章 的 内 容 ， 这 种 美式 期 权能 够 
得 到 显 式 表达 式 . 

例 6.5.2 (永久 美式 看 跌 期 权 ) 永久 美式 看 跌 期 权 是 一 份 持 有 人 在 任何 时 
刻 都 可 以 实施 的 合约 ， 它 的 收益 为 (KK 一 8 )+， 求 一 份 不 支付 红利 的 永久 美式 
看 跌 期 权 的 价值 . 

解 ” 我 们 简单 地 概述 一 下 这 个 问题 的 两 种 解法 ， 一 种 是 通过 命题 6.5.1 的 
目 由 边界 问题 来 求解 ， 另 一 种 是 通过 期 望 价格 来 求解 

由 于 合约 距离 到 期 日 的 时 间 总 是 无 限 的 ， 因 此 V(t,2) 定 一 个 只 关于 z 的 
图 数 ， 且 对 于 所 有 上 > 0 和 某 个 常数 ac， 执行 边界 必定 形 如 Sy(t) = a .只 
要 5 < a， 期 权 就 将 实施 ， 由 Black-Scholes 方程 可 以 得 到 一 个 常 微分 方程 ; 


dV : 
30 2 +77T —"V=0, VY Z E (a,o0) (6.7) 
方程 (6.7) 的 通 解 形式 为 V(z) = c1x + cazd， 这 里 cl cs d 和 d2 为 常数 . 


满 正 边 界 条 件 


Y (alj 三 五 一 a， lim 二 一], im V(xz)=0 


Vz) = | (Ka)(S)” ,ze(0,%), 
(K ZX), Te [0， al, 
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其 中 
2ro“K 


gro-2+F1 


解 这 个 问题 的 另 一 种 方法 就 是 用 3.3 节 的 结论 ， 如 上 所 述 ， 对 某 个 a>0 
当 股 票 价 格 第 一 次 触及 到 水 平 a 时 ， 期 权 将 被 实施 ， 这 就 意味 着 期 权 的 价值 
将 是 下 面 这 种 形式 
V(0, 850) = EN fe "™(K — a)4], 


其 中 To = inf{t > 0 : S: < Qa}.， 我 们 根据 Q- 布朗 运动 触及 一 条 和 斜 线 的 时 
间 去 重新 记 停 时 ， 由 于 


St = So exp (人 一 5o?): 十 cx 


其 中 {XX}>o 在 蒜 测 度 Q 下 是 个 标准 的 布朗 运动 ， 事 件 {S, < a} 等 同 于 事件 


[人 


过 程 {一 Xijtz0 也 是 一 个 标准 的 Q- 布朗 运动 ， 因 此 在 3.3 节 的 记号 中 时 间 mo 
慧 和 由 Tua,b 给 出 的 ， 且 


14172 
a= ;log (时 )， b=- 2 
Qo 


UO 


那么 我 们 就 可 由 命题 3.3.5 得 到 EQ |e-""<]， 并 且 再 在 a 上 取 最 大 值 从 而 得 出 
结论 . 口 


站 起 


1. 令 Ki 和 K2 为 固定 的 实数 ， 且 0 < Ki < K2， 一 个 双 限 期 权 (collar option) 
有 收益 
Cr = min{max{ST, Ki1}, K2}. 
求 这 份 期 权 的 Black-Scholes 定价 公式 . 
2， 在 一 份 远 期 合约 中 与 多 头 有 关 的 最 大 可 能 损失 是 多 少 ? 空当 呢 ? 
考虑 这 样 一 个 衍生 产品 ， 在 到 期 日 对 于 多 头 持 有 人 来 说 它 的 收益 为 


Cr — min{Sr, F}—K, 
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其 中 对 于 原生 股票 来 说 F 是 一 个 标准 的 远 期 价格 且 天 是 一 个 常数 ， 因 此 构造 这 样 的 
一 份 合约 以 便 在 敲定 的 时 刻 它 的 值 为 零 . 求 应 该 写 入 这 份 合 约 中 的 天 值 的 一 个 表达 
式 ， 对 于 多 头 或 空头 持 有 人 来 说 现在 它 的 最 大 可 能 损失 又 是 多 少 呢 ? 

3， 胡 定价 格 为 五 的 数字 看 跌 期 权 (digital put option) 在 人 时 刻 有 收益 


0 | 0， Sr > 下 
1 ， ST 所 KK. 
求 数字 看 跌 期 权 的 Black-Scholes 定价 公式 和 数字 期 权 的 看 涨 - 看 跌 平价 公式 . 
4. 数字 看 涨 期 权 (digital call option) 在 例 6.1.1 中 我 们 求 出 了 数字 看 涨 期 权 的 
价格 . 这 里 有 另外 一 种 求解 方法 : 
(a) 用 Feynman-Kac 随机 表示 定理 求 出 一 个 到 期 日 为 下 和 敲定 价格 为 K 的 数 
字 看 涨 期 权 的 值 满足 的 偏 微分 方程 
(b) 证 明 用 标准 欧式 看 涨 期 权 的 A 来 解 (a) 中 求 出 的 偏 微分 方程 . 
(c) 因此 或 否则 通过 解 (a) 中 的 方程 来 求 数字 看 涨 期 权 的 价值 . 
5， 一 个 到 期 日 为 7 和 敲定 价格 为 K 的 资产 或 无 值 (asset-or-nothing) 看 涨 期 权 
有 收益 


求 这 样 一 个 期 权 的 Black-Scholes 定价 和 对 冲 公 式 ， 若 资产 价格 在 临近 全 时 刻 时 趋 近 
于 五， 那么 此 时 在 复制 的 投资 组 合 中 所 持 有 的 股票 将 发 生 什 么 变化 ? 请 加 以 解释 . 

6， 构造 一 个 投资 组 合 ， 它 完全 由 现金 或 无 值 期 权 与 资产 或 无 值 期 权 组 成 ， 其 中 这 
些 期 权 在 T 时刻 的 价值 与 敲定 价 为 KK 的 欧式 看 涨 期 权 在 到 期 日 全 时 的 价值 完全 一 样 . 

7. 在 6.1 节 中 我 们 看 到 对 于 某 个 在 到 期 日 收益 不 连续 的 期 权 ， 在 临近 到 期 日 时 复 
制 的 投资 组 合 中 所 持 有 的 股票 可 能 发 生 振荡 . 若 收益 是 连续 的 会 发 生 这 种 现象 吗 ? 

8. 达 付 期 权 (pay-later option) ”这 种 期 权 也 称 作 条 件 溢价 期 权 (contingent 
premium option)， 是 个 标准 的 欧式 期 权 ， 除 了 购买 者 仅 在 期 权 到 期 日 朋 期 权 是 在 实 值 
时 支付 洲 价 . 由 于 溢价 被 选 定 因此 期 权 在 零 时 刻 的 值 为 零 ， 这 种 期 权 等 价 于 一 个 由 一 份 
到 期 日 为 了 和 敲定 价格 为 有 的 标准 欧式 看 涨 期 权 和 -TY 份 到 期 日 为 工 的 数字 看 涨 期 
权 组 成 的 投资 组 合 ， 其 中 Y 是 该 期 权 的 溢价 . 

(a) 该 投资 组 合 在 零 时 刻 持 有 的 价值 是 多 少 ? 

(b) 求 V 的 一 个 表达 式 . 

(c) 如 果 一 个 投机 者 参 入 这 样 一 个 合约 ， 那 么 从 她 的 视角 来 说 会 有 什么 方法 ? 

9. 环 轮 期 权 (ratchet option) ”两 轮 丈 轮 看 涨 期 权 描述 如 下 . 在 零 时 刻 初始 敲定 价 
格 天 被 设 定 . 在 7T6 > 0 时 刻 敲定 价格 被 重新 设置 为 Sr ， 即 原生 资产 在 T 时 刻 的 
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价值 . 如 果 Sr， 一 ST。 是 正和 的 ， 那 么 在 到 期 日 五 > To 持 有 人 的 收益 为 敲定 价格 为 Sru 
的 看 涨 期 权 的 收益 加 上 Sm 一 ST。， 即 收益 为 (ST, 一 ST0)+ 十 (STo 一 玉 )+. 

如 果 (S7 一 K) 是 正 的 ， 那 么 中 间 利 润 (Sr 一 玉 )+ 称 为 “禁闭 ”(locked in)， 为 
什么 ? 对 于 0 < 上 < 用 求 该 期 权 的 价值 . 

10. 选择 期 权 (chooser option) 一 个 选择 期 权 由 两 个 敲定 价 Ko 和 Ki;， 与 两 个 
到 期 日 To < 了 全 给 定 . 在 TH 时 刻 持 有 人 拥 用 以 价格 Ko 去 购买 一 份 到 期 日 为 下 和 敲 
定价 格 为 Kl 的 看 涨 或 看 跌 期 权 的 权利 . 


该 期 权 在 To 时 刻 的 价值 是 多 少 ? 在 特殊 情形 Ko = 0 中 ， 用 看 跌 一 看 涨 期 权 平 价 
公式 去 把 它 表示 为 适当 选 定 的 敲定 价 和 到 期 日 的 看 涨 期 权 与 看 跌 期 权 的 值 的 和 和， 从 而 
求 期 权 在 零 时 刻 的 价值 . 

11. 期 货 期 权 (options on futures) 在 我 们 的 简单 模型 中 无 风险 利率 是 确定 的 ， 
远 期 价格 与 期 货 价 格 一 致 . 在 一 个 支付 日 为 五 > To 的 原生 期 货 合约 中 ， 到 期 日 为 TT 
和 和 殴 定 价格 为 五 的 欧式 看 涨 期 权 在 To 时 刻 支 付 给 持 有 人 期 货 合约 中 的 多 头 和 一 定数 
量 的 钱 (FT 五 ) 到)+， 其 中 严 (To 五 ) 为 期 货 合约 在 To 时 刻 的 价值 ， 求 该 期 权 在 
零 时 刻 的 价 全 . 


12. 利用 例 6.2.3 中 的 模型 求 看 跌 的 看 跌 期 权 的 价值 . 

通过 考虑 由 头 入 一 份 看 涨 的 看 跌 期 权 和 卖 出 一 份 看 跌 的 看 跌 期 权 (有 相同 敲定 价 和 
到 期 日 ) 所 得 的 投资 组 合 得 到 一 个 复合 期 权 的 看 跌 一 看 涨 平价 关系 式 ， 从 而 写 出 复合 期 
权 的 所 有 4 种 类 型 的 价格 . 

13. 令 {Yhz0 由 于 = 如 十 Xt 给 定 ， 共 中 5 是 个 常数 且 {Xj}iso 是 一 个 QQ- 布 
朗 运 动 . 记 Y*(t) = max{ :0<ugt,， 求 Q@ 下 (Yr,Y*(T)) 的 联合 分 布 . 

14. 由 具有 相同 克 定 价格 和 到 期 日 的 下 降 敲 入 看 涨 期 权 与 下 降 敲 出 看 涨 期 权 组 成 
的 投资 组 全 的 价值 是 多 少 ? 

15. 在 c> K， 求 一 个 有 障碍 c 且 敲 定价 格 为 K 的 下 降 敲 出 看 涨 期 权 在 到 期 日 了 
的 价值 . 

16， 求 例 6.3.6 中 的 下 降 殴 出 看 涨 期 权 的 价 信 一 种 方法 是 ， 把 它 表示 为 靳 测度 下 的 
一 个 期 望 ， 并 利用 我 们 关于 布朗 运动 和 它 的 极 小 值 的 联合 分 布 的 知识 . 另外 一 种 方法 是 
生 接 求解 偏 微分 方程 ， 这 也 正 是 本 习题 的 目的 . 

(a) 用 第 5 章 习 题 7 中 的 模型 把 该 定价 方程 转换 成 热传导 方程 ， 这 个 热传导 方程 
的 边界 条 件 是 什么 ? 

(b) 求解 所 得 的 热传导 方程 ， 例 如 可 用 “镜像 法 ”.[ 若 你 对 这 种 方法 不 熟悉 ， 可 参 
见 Wilmott,Howison & Dewynne (1995).] 

(c) 代 回 原 变量 得 到 偏 微分 方程 的 解 . 

17. 一 个 美式 现金 或 无 值 看 涨 期 权 (American cash-or-nothing call option) 可 在 
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任意 时 刻 t € [0,7] 被 执行 . 车 在 二 时 刻 被 执行 则 它 的 收益 为 


1 ， 当 S: 天 时 ， 
0, 当 9 < KK 时 . 
问 该 期 权 将 在 什么 时 候 被 执行 ? 并 求 它 的 价值 . 
18.， 假定 例 6.3.5 中 的 下 降 敲 入 看 涨 期 权 被 修正 为 :， 若 期 权 永 不 生效 ， 即 股票 价格 
水 不 触及 障碍 ， 那 么 持 有 人 收 到 回扣 Z， 求 该 修正 期 权 的 值 . 
19. 永久 期 权 (perpetual option) 是 没有 到 期 日 的 期 权 ， 例如， 一 个 永久 美式 现 
金 或 无 值 看 涨 期 权 可 在 任何 时 候 被 执行 . 若 在 t 时 刻 被 执行 ， 当 S, > K 时 它 的 收益 
为 1， 当 S: < K 时 它 的 收益 为 0。 问 该 期 权 永 不 被 执行 的 概率 是 多 少 ? 
20. 把 双重 裔 出 看 涨 期 权 的 价值 表示 为 一 个 有 适当 选 定 边界 条 件 的 偏 微 分 方程 的 
解 ， 模 仿 习题 16 中 的 方法 把 它 的 价格 表示 为 无 限 和 的 形式 . 
21. 填 算 敲 定价 格 为 K 的 亚 式 看 涨 期 权 的 价值 ， 其 中 股票 价格 的 平均 值 是 在 两 个 
样本 时 刻 0 和 了 的 基础 上 被 计算 的 ， 这 里 了 为 合约 的 到 期 日 . 
当 有 3 个 样本 时 刻 0，T/2 和 人 时 ， 求 相应 合约 的 值 的 表达 式 . 
22. 假设 {5:}:>o 遵循 了 下 的 几何 布朗 运动 . 令 0 忒 五 乞 妇 气 … 所 如 为 固定 时 


刻 且 定义 1 
Gn 一 (Ts 。 
i 二 1 


证 明 Gn 在 正 下 服从 对 数 正 态 分 布 . 
23， 资 产 价格 《Stjt>o 在 市 场 测度 P 下 遵循 几何 布朗 运动 . 定义 


1 T 
YT 一 EXPp (z/ log sd 。 
0 


假设 一 个 亚 式 看 涨 期 权 在 人 时 刻 的 收益 为 (Yr 一 KK) . 求 这 样 的 期 权 在 零 时 刻 的 价格 
的 显 式 表达 式 . 

24， 用 套利 方法 证 明 ， 若 了 (0, So) 是 到 期 日 为 全 和 敲定 价格 为 K 且 不 支付 红利 
的 次 式 看 跌 期 权 的 公平 价格 ， 那 么 记 Tz 为 在 [0, 了 | 中 取 值 的 所 有 可 能 的 停 时 所 组 成 
的 集合 ， 则 
V (0, 9o) 一 Sup Ee [|e ™"(K— S7)+|Fol. 


25. 考虑 不 文 付 红利 的 美式 看 跌 期 权 的 价值 .证明 ， 若 期 权 的 价值 (作为 股票 价格 
的 函数 ) 在 某 些 无 穷 小 的 时 段 上 间断 ， 那 么 完全 由 这 些 期 权 组 成 的 投资 组 合 将 存在 套利 
机 会 . 

注释 ”这 意味 着 不 是 所 有 的 期 权 的 价格 都 是 连续 的 ， 若 在 合约 的 条 件 中 有 一 个 瞬 
时 改变 (如 在 多 阶段 期 权 中 一 样 )， 那 么 间断 的 情况 一 定 会 发 生 . 

26. 求 不 支付 红利 的 永久 美式 看 涨 期 权 的 价值 . 


nllt 


为 了 要 把 基本 Black-Scholes 模型 应 用 到 某 些 奇异 期 权 的 定价 ， 我 们 现在 
转 回 更 复 录 的 市 场 模型 . 

在 7.1 节 中 ， 我 们 用 可 料 过 程 代替 (常数 ) 参数 来 刻 划 基 本 Black-Scholes 
模型 . 在 适当 的 边界 假设 下 ， 我 们 重复 第 5 章 的 分 析 ， 获 得 期 权 的 公平 价 
格 . 在 蒜 测 度 下 ， 它 是 权益 的 贴现 期 望 值 .一 般 地 ， 总 可 以 从 数值 上 来 估计 该 
期 望 值 ， 我 们 也 可 以 通过 Feynman-Kac 随机 表示 定理 与 推广 的 Black-Scholes 
方程 建立 联系 . 

到 目前 为 止 ， 所 给 出 的 模型 都 是 假设 市 场 是 由 单个 股票 和 和 无 风险 债券 组 
成 .更 复 末 的 股权 产品 可 能 依赖 于 几 个 独立 证 券 的 行为 . 一 般 地 ， 这 些 证 券 的 
价格 不 会 独立 地 演化 ， 在 7.2 节 ， 我 们 推广 第 4 章 中 的 某 些 基本 结果 使 我 们 
能 够 处 理由 相关 的 布朗 运动 建立 起 来 的 随机 微分 方程 .对 由 多 个 资产 组 成 的 市 
场 ， 在 “参照 资产 ”或 “计价 单位 ”的 选择 中 ， 我 们 有 更 多 的 自由 . 因此 再 用 
“双重 货币 工具 ”产品 定价 说 明 “ 多 因子 ”理论 的 应 用 之 前 ， 我 们 再 问 到 这 个 
话题 . 

对 几何 布朗 运动 模型 ， 我 们 仍 没 有 令 人 满意 的 论证 ， 的 确 ， 有 大 量 的 
证 据 表 明 不 能 获得 股票 价格 演化 的 所 有 特性 ， 第 一 个 证 据 就 是 股票 价格 在 
无 法 预料 的 时 间 突 然 发 生 “ 跳 跃 ”， 在 7.3 节 ， 我 们 引入 带 跳 的 泊 松 过 程 
到 Black-Scholes 模型 并 研究 期 权 定 价 的 含义 ， 在 信用 风险 分 析 中 ， 这 种 方法 
是 普遍 的 . 在 1.5 节 中 我 们 看 到 ， 如 果 模 型 是 不 受 套利 和 完全 性 的 影响 ， 那 么 
在 随机 源 的 数量 和 独立 股票 数 之 间 必 定 存 在 一 种 平衡 . 我 们 在 这 里 重 述 这 一 
点 ， 在 7.4 节 ， 我 们 看 到 更 多 的 证 据 表 明 Black-Scholes 模型 并 不 反映 市 场 的 
真实 行为 . 在 将 来 去 责备 到 目前 为 止 已 经 成 为 我 们 一 切 工 作 中 心 的 模型 看 上 去 
十 事 无 补 ， 因 此 我 们 需要 弄 清 如 果 使 用 不 适当 的 模型 ， 后 果 会 有 多 么 严重 . 我 
们 也 非常 简短 地 讨论 具有 随机 波动 率 和 更 好 地 反映 真实 的 市 场 行为 潜力 的 模 

本 章 对 在 金融 分 析 的 后 继 课程 中 可 能 要 提 到 的 某 些 主题 不 打算 过 多 地 指 


模型 
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出 . 更 多 的 细节 可 以 在 参考 书目 建议 的 进一步 读物 中 找到 . 


7.1 一般 股 票 模型 


在 经 典 的 Black-Scholes 框 染 中 ， 假 设 无 风险 利率 是 常数 和 股票 的 回报 遵 
循 漂移 为 常数 的 布 明 运动 ， 本 贡 我 们 考虑 更 一 般 的 能 应 用 Black-Scholes 分 析 
方法 的 模型 ， 虽 然 在 实际 上 ， 即 使 对 于 标准 期 权 现 在 也 必须 用 数值 方法 计算 价 
格 , 我 们 保留 的 关键 假设 是 在 市 场 上 存在 惟一 的 随机 源 ， 即 驱动 股票 价格 的 布 
关 运 动 (参见 7.3 节 ). 

记 {jiz0 为 生成 布衣 运动 的 o - 域 流 ， 在 基本 Black-Scholes 模型 中 
用 { 产 jitzo- 可 料 过 程 {rtjizo，{tAtjtzo 和 {ctjizo 代替 无 风险 利率 r+， 漂 移 1 
和 流动 率 og， 特 别 地 ， 在 t 时 刻 前 ，r，j 和 cs 依赖 于 市 场 的 整个 历史 ， 市 
场 模型 如 下 : 


一 般 股票 模型 市场 由 一 个 无 风险 现金 债券 {Bi}>o 和 一 个 具有 价格 过 程 为 
{St}tz0 的 单 风险 资产 组 成 ， 且 满足 
dB, 一 r:Brdt, Bo 一 1, 


dor 一 Atotdt 十 or Sd Wi, 
这 里 {Wijizo 是 一 个 生成 o - 域 流 { 矿 上 >o 的 了 -布朗 运动 ， 
是 {rz }4>0， {Lt }t>0 和 {0 }>0 是 {F1}>0- 可 料 过 程 . 


显然 ， 这 两 个 方程 解 的 形式 应 为 


t 
B: = exp (/ rds)， (7.1) 
0 
t ] t 
St = So exp (/ (1 - 30? )as +/ rd (7.2 
0 0 


但 要 使 这 些 表 达 式 有 意义 ， 我 们 需要 某 些 边界 条 件 . 所 以 ， 为 了 确保 等 式 (7.1) 
和 (7.2) 中 积分 的 存在 ， 假 设 万 |rtlat， 户 |ueldt 和 /co2dt 都 是 以 P- 概率 1 
有 限 . 

值得 注意 的 是 ， 为 了 检验 这 样 的 模型 符合 市 场 ， 我 们 必须 从 无 限 维 空间 中 
选取 参数 {rtjtzo，{Uijizo 和 {oijz>0o， 除 非 限制 这 些 过 程 的 可 能 形式 ， 耕 则 
这 恕 提出 实现 上 的 一 大 障碍 . 在 7.4 节 ， 我 们 检查 模型 对 定价 和 对 冲 策略 错 
误 说 明 的 效果 . 然而 ， 现 在 我 们 暂时 抛 开 这 些 烦 恼 ， 对 一 般 类 型 的 市 场 模型 重 
瘟 Black-Scholes 模型 的 分 析 方 法 . 
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我 们 必须 模仿 在 经 典 框架 内 所 遵循 的 复制 三 步骤 首先， 在 贴现 股票 价 
格 {Si}izo 是 蒜 的 情形 下 ， 找 到 一 个 等 价 蒜 测度 @. 
如 上 所 述 ， 利 用 Girsanov 定理 找到 一 个 测度 @， 在 该 测度 下 ， 由 


t 
W, 一 Wi + 上 ?sds 
0 


定义 的 过 程 {Wjso 是 一 个 标准 的 布朗 运动 ， 定义 为 5 = Si/ Bi 的 贴现 股票 
价格 {Si}i>o 满足 随机 微分 方程 


d9， 一 (1 一 rs)Sdt 十 oS:dW, 
(Lt — Tt 一 osyt) Sedt 十 orSdW', 


因此 ， 选取 Yt 三 (pt 一 rs) /or. 为 了 确保 {Si}iz0 是 一 个 Q— 鞭 ， 我 们 给 出 两 
个 边界 条 件 . 首先 ， 为 了 应 用 Girsanovy 定理 ， 令 


T 
Er | em (/ 8at )| < cc， 
0 
其 次 ，{St}zzo 必须 为 一 个 Q@ 一 蒜 (不 仅仅 是 局 部 蒜 )， 所 以 ， 我 们 假设 第 二 


个 Novikov 条 件 : 
Ee [ep (/ yo?at) < oo. 
0 2 z 


在 这 些 附加 边界 条 件 下 ， 如 果 测 度 Q 满足 


t t 
2 一 一 《Xhb ( 和 上 YsdW, ngds) 
dP , 心 0 


那么 {Ss}ji>o 是 一 个 款 ， 于 是 在 复制 策略 中 完成 了 第 一 步 . 第 二 步 是 形 
成 (Q,{Fjtzo)- 鞭 {Mi}:>0， 这 里 


M: = ER |Br'Cr|Fl. 


第 三 步 是 证 明 市 场 是 完全 的 ， 即 任何 权益 Cr 都 能 被 复制 ， 首 先 ， 根 据 扶 表示 
定理 ， 令 
/ M=M+/ gudW,, 
D0 
假如 Ur 不 为 零 ， 则 有 ， 
Mi = Mo+ 上 jd5 
0 


这 里 {gi 上 zo 是 {石上 zo0- 可 料 的 . 
在 前 面 讨论 的 基础 上 ， 我 们 猜想 复制 投资 组 合 应 该 由 t 时 刻 Bj 份额 的 股 


闭 测 度 
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紧 和 办 = Mi 一 $iSi 份额 的 现金 债券 组 成 .在 习题 1 中 ， 证 明 这 样 的 投资 组 
合 是 自 融 资 的 .在 t 时 刻 它 的 价值 是 
Ve = Ge + pe Be = BeMi. 
特别 地 ， 在 全 时 刻 ,， 位 = BrMr = Cr， 因 此 ， 我 们 获得 一 个 自 融 资 的 
复制 投资 组 合 ， 通常 的 套利 论证 告诉 我 们 在 t 时 刻 权益 的 公平 价值 是 Vp?， 即 : 
在 t 时 刻 期 权 的 套利 价格 是 


Vi = BiEQ Bz!C7|F: = Ed|e- wavCr|Fl. 


推广 的 一 般 地 ， 这 样 的 期 望 必须 用 数值 方法 计算 ， 如 果 r:，ju 和 os 仅仅 依 
Black- 基于 (t, $1)， 那 么 一 种 方法 就 是 用 推广 的 Black-Scholes 偏 微 分 方程 的 解 来 表 
Scholes 示 价 格 ， 这 一 点 可 以 通过 Feynman- Kac 随机 表示 定理 达到 .特别 地 ， 利 用 
方程 ” 例 4.8.6，Vi = F(t, Si)， 这 里 F(t,7x) 为 


oF 1 2 2O0°F OF 
A (t, T) 十 50 (t,£)x 3 (t, 7) + r(t, 7)zx 元 (t,2) 一 r(tzP(tz)=0. 


满 下 对 应 于 权 共 Cr 的 终 值 条 件 的 解 ， 全 少 要 求 


f EQ (ot z) 2 人 7) ) | ds < oo. 


对 标准 期 权 ， 在 >，A 和 c 分 别 为 圭 的 函数 的 特 味 情况 下 ， 可 以 明确 地 求 出 偏 
微分 方程 的 显 式 解 ， 正 如 在 习题 3 中 那样 ， 求 解 过 程 同 解 一 般 Black-Scholes 
方程 的 过 程 完 全 一 样 . 通过 下 面 简单 规则 从 经 典 的 Black-Scholes 定价 公式 就 
能 求 出 期 权 的 价格 : 在 t 时 刻 ， 对 期 权 的 价值 分 别 用 


1 “ 1 /* , 
-1 / r(s)ds 和 Fr/ Uo (s)ds 
代替 ” 和 er2. 


7.2 ”多 股票 模型 


到 目前 为 止 ， 我 们 总 是 假设 市 场 由 无 风险 现金 债券 和 单 “ 风 险 ” 资 产 组 
成 .然而 ， 对 期 权 的 整个 投资 组 合 或 更 复杂 的 股权 产品 建立 模型 的 需求 引导 我 
们 导 找 能 同时 描述 几 种 证 券 的 模型 ， 这 样 的 模型 必须 表达 不 同 证 券 价格 之 间 的 
相互 依赖 . 
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假设 我 们 将 模型 推广 到 mn” 个 风险 资产 ， 而 依旧 是 单个 无 风险 现金 债券 . 进 相关 证 
一 步 假 设 通 过 完全 由 其 他 资产 组 成 的 投资 组 合 来 精确 地 复制 其 中 的 某 个 资产 是 券 价格 
不 可 能 的 . 在 经 典 Black-Scholes 模型 的 最 目 然 的 推广 中 ， 单 独 考 虑 的 每 个 风 
险 资产 价格 遵循 几何 布 明 运动 相关 性 ， 通 过 取 相 应 的 布朗 运动 是 相关 的 来 获得 
不 同 资产 价格 的 相关 性 ， 等 价 地 ， 也 可 取 nn 个 独 了 的 布朗 运动 ， 通 过 它们 的 线 
性 组 合 获得 资产 价格 (见习 题 2)， 于 是 我 们 有 下 列 市 场 模型 . 


多 资产 模型 ， 市 场 由 一 现金 债券 {B,jo<t<r 和 价格 为 {51, 52,.… ,S?}oct<T 
的 n 个 不 同 的 证 券 组 成 ， 它 满足 随机 微分 方程 组 
dB 一 rBdt, 


dSi = si( > 0 (tdWi + ps (t)dt), i=1,2,...,n, (7.3) 
了 一 


这 里 {IFz }t>o,7 = 1,… ,n 是 互相 独立 的 布朗 运动 .假设 矩阵 
9 一 (ai ) 是 可 六 的 . 


注释 
1. 这 个 模型 由 于 存在 n 个 随机 源 而 称 为 n- 因子 模型 .如 果 存 在 比 股 票 更 
少 的 随机 源 ， 那 么 ， 正 像 通过 由 其 他 的 资产 组 成 的 投资 组 合 能 复制 其 中 某 个 股 
泉 一 样 ， 在 模型 中 存在 多 余 的 股票 . 另 一 方面 ， 如 果 在 市 场 上 ， 我 们 能 对 冲 任 
何 权 荔 ， 那 么 ， 粗 略 地 说 ， 像 随机 源 一 样 ， 我 们 需要 许多 “独立 的 ”股票 ， 这 
一 点 凤 映 在 命题 1.6.5 中 . 
2.， 注意 在 该 模型 中 每 个 股票 的 波动 率 实际 上 是 一 个 向 量 . 因为 布朗 运 
动 {Wiz0, 7 = 1,… ,n 是 独立 的 ， 过 程 {S71,>o 总 的 波动 率 是 163 


| D030 | 面 


7 二 1 


er 


当然 ， 我 们 不 去 检验 该 模型 的 真实 意义 ， 即 我 们 需要 知道 随机 微分 方程 
组 (7.3) 的 解 . 为 了 证 实 这 一 点 以 及 分 析 这 样 的 多 因子 市 场 模 型 ， 我 们 需要 将 
第 4 章 中 的 关键 结果 推广 到 多 维 情形 . 多 因子 
最 基本 的 工具 是 伊 甫 公式 的 n- 因子 情形 ， 如同 在 单 因 子 伊 芯 公 式 中 同样 伊 蒋 公 
的 方法 ， 找 出 由 布朗 运动 函数 构成 的 模型 的 表达 式 (用 随机 微分 方程 形式 )， 这 式 
里 我 们 将 从 老 的 模型 中 建立 新 的 多 因子 模型 . 我 们 的 基本 组 件 将 是 形式 为 


dX: = p(t)dt + > aij(bdH i=1,...,n, (7.4) 

j=1 
的 随机 微分 方程 组 的 解 ， 这 里 {Wi?}z0,7 = 1,… ,n, 是 独立 的 布朗 运 
动 ， 记 {五 }tz0 为 由 {WY jitzo = 1,… ,n, 生成 的 o- 代数 .假如 {ji(t)}eso 
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和 {0i;(t)}>0; l<i<n,l<j7<<n, 十 {Ft}t>0 - 可 料 过 程 ， 且 


nn 
| / (> (oi;(s))” 十 91)as < coco， t+t>0, 1=1,...,n, 
0 \ 和 2 
么 ， 我 们 在 第 4 章 的 结果 将 给 出 方程 组 (7.4)( 的 积分 形式 ) 的 严格 定义 . 
用 {Xi}:zo 表示 过 程 {X XXXPjzo 向 量 和 定义 一 个 新 的 随机 过 

程 Zi = f(t, XX:)， 这里， 假设 f(t, 关 ) : 及 | x 限 * 一 民 是 充分 光滑 的 ， 使 我 
们 能 应 用 泰勒 定理 ， 如 同 在 4.3 市 中 那样 ， 求 出 关于 {Zi}i>o 的 随机 微分 方 
程 . 记 了 = (zl …… ,Xn)， 可 得 


0 Te 
dZ: = (t, Xi )dt 十 2 3 Xi)dX: 二 一 ;> 天 寺 ——(t, Xr)dXidX? 十 
(7.5) 
因为 布衣 运动 {WI}izo 是 独立 的 ， 所 以 我 们 有 乘法 表 
当 i 关 7 时 (7.6) 


0 
0 
0 


并 由 此 得 到 dXidX? = > xikoikdt. 同样 的 乘法 表 告 诉 我 们 dXidXidX* 是 
o(dt)， 因 此 代入 到 方程 (7.5) 中 ， 我 们 已 经 获得 了 下面 结论 的 启发 式 论证 . 
定理 7.2.1( 多 因子 伊 蕊 公式 ) 设 {X]}i>o = {Xl,XX2,.… ,Xrjszo 满足 


dX: = pilt)dt + > oi(t)dWwi, i 二 1,2,... ,Nn, 
7 二 1 
这 里 {Wi}so,i 一 上 ,Nn, 是 独立 的 卫 - 布朗 运动 . 进一步 假设 在 R_. xR" 上 
的 实 值 台数 f(t,T) 关于 tt 是 连续 可 微 的 和 关于 变量 z 是 二 次 连续 可 微 的 . 定 
你 LA 一 f(t, Xi)， 则 有 


of ~ Of , 一 
d2t = H(t Xe)dt + 站 Bo (bt, Xe)dXt + 3 ; > BB- Xi)Ci;(t)dt 


这 里 C5( = DD oin(t)oix(t) 

注释 注意 如 果 我 们 用 6 表示 和 矩阵 (0i;) 那么 = (00)ij, 这 里 cr 表 
示 da 的 转 置 . 

现在 我 们 可 以 验证 方程 组 (7.3) 的 解 存在 . 口 
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例 7.2.2( 多 资产 模型 ) 设 {Wi}iso0,i = 1 ,n, 是 独立 的 布朗 运动 ， 定 
义 {91, 37 ,9 中 上 >0 为 


t ] n + nn 
si = Siew (f (m0 -53860))as+ { Bouya ): 
0 k=1 0 j=1 


那么 {51,.52,..- ,Srjt>o 是 方程 组 (7.3) 的 解 . 
下 对 := ] ,2 ,Nn, 定义 过 程 { 人 >0 满足 
1 ~ = | 
dX: = (ugg 一 了 Do 四 jd 十 (td 


可 看 到 88 = (Xi)， 其 中 > = (zzn)h Flbz) 全 Sbe**， 利 用 定 
理 7.2.1， 则 有 


d9; = 5° exp(X:)dX?+ 70 exp(X:)Cilt)dt 


si (00 一 5 》， 0 dt 十 2》, Oi (td 十 5 >》 aik(t)aak (Wat 
二 1 7 二 1 天 一 


一 9; { Hi 人 ft)dt 十 >》, Oij (tj)dwW? | 
7 一 1 
证 上 毕 . 口 165 
注释 ”就 像 在 单 因 子 模 型 中 那样 ， 昌 然 可 以 写 出 任何 复杂 的 随机 微分 
方程 组 ， 但 也 往往 难以 保证 解 的 存在 性 和 惟一 性 . 如 果 系 数 是 有 界 的 且 一 致 
利 普 希 欧 连续 的 ， 那 么 解 的 惟一 性 存在 ， 但 这 样 的 结果 超出 了 我 们 这 里 讨论 
的 范围 . 如 果 读 者 想 要 进一步 了 解 ， 可 以 再 次 参见 Chung & Williams (1990) 


或 Ikeda & Watanabe (1989). 口 
利用 乘法 表 (7.6)， 可 以 号 出 分 部 积分 公式 的 n- 因子 形式 . 分 部 积 
引 理 7.2.3 如果 分 


dX: = p(t, Xi)dt + > oi(t, Xi)dWi 


2 二 1 
和 nt 
dY: = v(t, Xt)dt + > pilt, Yi)dWi, 
2 二 ] 
那么 


3 
d(X1, Yi) = Xd + YdXe + > oilt, Xi)pilt, Yi)dt. 
+ 二 ] 


测度 变 


160 第 了 7 章 更 复杂 的 模 型 


在 多 股票 模型 中 ， 定 价 和 对 冲 遵 循 常见 的 模式 . 首先 ， 要 找到 一 个 等 价 概 
率 测度 ， 在 这 个 测度 下 ， 所 有 贴现 的 股票 价格 {Si}sz0,i = 1,… ,n 是 蒜 ， 这 
里 9; = etS;!， 接 着 ， 利 用 多 因子 的 款 表 示 定 理 来 构造 一 个 复制 投资 组 合 . 

当然 ， 鞭 柚 度 的 建立 是 要 通过 多 因 了 于 Girsanov 定理 . 

定理 7.2.4 (多 因子 Girsanov 定 理 ) 设 在 生成 o - 域 流 { 石 }t>o 的 测度 下 
下 ，{Wi}tz0,i = 1,-… ,n, 是 独立 的 布朗 运动 . 令 {0;(t)}iz0;i = 1 pm， 
为 { 万 ji>o- 可 料 过 程 ， 使 得 


1 <。 
E BB: (i/ D0 (s)ds | |ds < cc. (7.7) 
定义 
n T 1/7, 
Li = 一 + 十 一 . 
op ( > (/ 9:(s)awi + 3 | 0: (ss) ) 
设 满足 
dP(£) 
dP | 


的 P(L) 为 概率 测度 ， 那 么 ， 在 了 CC) 下 ， 满 足 


t 
X = Wi 上 bi(s)ds 
0 
的 过 程 {Xi}>0,1 一 1,2, ,i, 都 是 蒜 . 
证 明 梗概 ”证 明 方法 仿照 单 因 子 情形 ， 为 了 方便 ， 记 Lt = [Li， 这 里 


] t 
L: = exp ( 一 上 0;(s)}dW’ 一 ;| 0:; (sas). 
0 0 


由 (7.7) 了 式 和 布 明 运动 {WI 上 >0,1 二 1,2,… ,n, 的 独立 性 可 知 ，{Li 上 zo 定义 
一 个 扶 . 
为 了 验证 {Xi}tzo 是 一 个 (局 部 )Pr - 蒜 ， 寻 求 {XiLijizo 满足 的 随机 微 
分 方程 .因为 
d7; = 一 0 人 (bd 


有 反复 利用 乘积 法 则 ， 则 有 


dLi = —L: 》 0;(t)dWi. 
?二 1 
而 且 ， 
dX; = dH7 + 0;(t)}dt, 
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再 次 应 用 乘积 法 则 ， 得 到 
dXiL:) = XidLi+ LdWi + Li0i(t)dt — Li0i(t)dt 
= 一 Xe > gid + LdWi. 


t 二 ] 

结合 边界 条 件 (7.7)， 便 证 明了 {XiLijizo 是 一 个 P 了 - 蒜 ， 从 而 {XX 让 jswo 是 一 
个 P 了 (2) - 款 . 由 于 P() 与 P 等 价 ， 因 此 {Xijiso 以 了 PC)- 概率 1 有 平方 变 
靶 [X'jt = t， 再 次 应 用 布朗 运动 的 莱 维 特征 ， 证 明 {Xj}:so 是 一 个 下 (2) - 布 
朗 运 动 . 证 毕 . 口 

作为 约定 ， 在 贴现 股票 价格 过 程 {92}40,1i = 1,…… ,n, 都 是 蒜 的 情形 下 ， 鞭 测 度 
利用 这 个 定理 找到 一 个 与 下 等 价 的 测度 Q@. 测度 Q@ 为 定理 7.2.4 中 的 测度 P( 了 
之 一 ， 现在 需要 确定 恰当 的 漂移 {90;}:>0. 

贴现 的 股票 价格 {5i}so 定义 为 各 = Br-1Si， 且 满足 随机 微分 方程 


St(pilt) —r)dt + Si oi(t) dW 


2 二 1 


3; C 四 一 rr 一》 9 人 (aa 可 dt 十 3 > oij(t)dX?, 


j=1 


dS’ 


7 三 1 
类 似 于 定理 7.2.4， 这 里 
dX7 = 0;(t)dt + dW’;. 
如 果 能 使 所 有 漂移 项 为 零 ， 那么 贴现 的 股票 价格 过 程 在 测度 @ = 了 (CD) 
下 ，( 同 时 ) 是 (局 部 ) 蔷 ， 即 如 果 能 找到 {0; (的 }jt>o ,了 = 1,:… ,n, 使 得 


pi(t) —r— > 0(t)os(t)=0, Vi=1,..,n. 
j=1 
在 记号 中 略 去 t+， 并 令 
4 = (p11, ,Hn), 0 = (01,... ,0.,), 1=(1,.…,1) 和 o = (0;;), 


则 上 式 成 为 
KL—r1= 0o. (7.8) 


右 和 矩阵 og 是 可 北 的 ， 即 保持 建立 多 资产 模型 时 的 假设 ， 则 解 必定 存在 . 
为 了 保证 贴现 的 股票 价格 过 程 是 蒜 ， 而 不 是 局 部 蒜 ， 我 们 再 次 加 上 Novikov 


条 件 : 
Eo| ( 1 2 d )| , . 个 了 
exp 人 tj < oo， 对 每 个 ; 


复制 权 
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根据 这 个 条 件 ， 我 们 能 准确 地 猜测 到 在 上 < 了 时刻， 权益 的 价值 Cr e 
7 在 测度 Q@ 下 是 它 的 贴现 期 望 值 . 为 了 证 明 这 一 点 ， 证 明 存 在 自 融 资 复制 投 
资 组 合 ， 而 我 们 从 款 表 示 定 理 的 多 因子 形式 推导 出 这 个 结果 . 


定理 7.2.5( 多 因子 靶 表 示 定 理 ) 设 
{Wi Yo0,1 一 ] ， i 
为 生成 go- 域 流 { 帮 上 >0 的 独立 下- 布朗 运动 ， 令 {M2,… ,Mr 上 hwo 满足 


dM? 一 > 03 (tdWwi, 


7 二 1 
这 里 
1 ?7% 

Bexp (i/ 2 < CO. 
进一步 假设 波动 率 答 阵 (oij(t)) 是 (以 概率 1) 非 奇 异 的 ， 如果 {Niji>o 是 任意 
一 维 (P, {Fjt>o) - 款 ， 那 么 存在 一 个 n- 维 { 瑚 j}t>o- 可 料 过 程 

{9i}tz0 = {9:,:*- ,p70) 
使 得 
> | tm 
N: = No 二 5 M1. 
0 和 


这 里 该 结果 的 证 明 超 出 了 我 们 的 范围 ， 可 参见 Protter(1990). 注意 矩阵 o 
刚 非 坷 异性 反映 在 定理 4.6.2 的 证 明 后 面 关 于 非 零 平方 变 差 的 注释 中 ， 

现在 我 们 能 证 明 猜 测 的 正确 性 ， 在 多 因子 情形 下 ， 权 益 价值 在 蒜 测 度 Q 
下 是 它 的 贴现 期 望 值 . 

令 CT € fr 为 工时 刻 的 权益 且 令 Q 为 前 面 获得 的 款 测 度 ， 记 


M: = EQ Bi!Cr|Al. 
因为 根据 假设 条 件 ， 和 矩阵 c = (coij) 是 可 闭 的 ， 由 n- 因子 款 表 示 定 理 可 知 ， 
存在 一 个 {五 zo0- 可 料 过 程 {91,……… ;9? 上 >0， 使 得 
n t 
Mi: = Mo+ pd97. 
我 们 的 对 冲 策 略 是 对 每 个 i = 1,… ,n, 在 上 时 刻 持 有 $i 份额 的 第 i 种 股票 
和 必 份额 的 债券 ， 这 里 


We = Mi— > ds. 


j=1 
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于 是 ， 投 资 组 合 的 价值 是 Vi = BA ， 它 在 了 时 刻 束 是 权 区 的 价 伍 . 并 且 ， 
在 了 
dW = 》 Hd} + dB， 
j=1 
情形 下 ， 投 资 组 合 契 目 融资 的 ， 因 此 ， 在 无 套利 情形 下 ,过 时 刻 的 衍生 产品 的 
价值 为 
Vi = BEQ|BFiCr 
这 正 是 预期 的 结果 . 
注释 ”已 经 建立 的 多 因子 市 场 是 完全 的 和 无 套利 的 ， 通过 假设 市 场 上 噪声 
源 数 与 正 用 于 建立 模型 的 可 交易 风险 资产 数 相 上 匹配， 我 们 已 经 简化 了 说 明 ， 更 
一 般 地 ， 我 们 能 建立 关于 与 d 个 噪声 源 相 匹配 的 大 个 风险 资产 的 模型 . 款 测度 
的 存在 性 与 (7.8) 解 的 存在 性 是 一 致 的 . 正 是 因为 著 测 度 的 惟一 性 ， 给 出 了 蒜 
表示 定理 ， 央 此 能 复制 任何 权益 ， 对 一 个 完全 的 无 套利 市 场 ， 需 要 dg 和 8 和 c 
是 满 秩 和 矩阵 ， 即 独立 随机 源 数 应 与 市 场 上 交易 的 “独立 ”风险 资产 数 相 匹 配 . 169 
DD 
在 习题 7 中 ， 利 用 A- 对 冲 论证 获得 的 这 个 价格 就 是 多 维 Black-Scholes 多 维 
方程 的 解 . 再 接 由 期 望 价格 和 多 维 Feynman-Kac 随机 表示 定理 可 得 到 这 个 偏 Plan 
做 分 方程 . 这 里 把 这 个 有 用 结果 的 相应 形式 表述 如 下 . Gcholes 
定理 7.2.6( 多 维 Feynman-Kac 随 机 表示 定理 ) 设 o(t,7X) = (oij(t,7X)) 是 方程 
一 个 实 对 称 n x n 纶 阵 , 十 :RR? 一 恨 和 ji :RR x R" RR,i= 1,.. ,Nn, 有 是 实 
值 肖 数 且 了 为 常数 . 假定 对 (t,X) € 民 | xx 了" ， 函 数 政 (t, 7X) 是 边 值 问题 


OF 一 OF 1 


F(T,7) 一 下 (7)， 


五 | = e-"(T-t)EQ cr 天 


入 


OF 
z Clb r) BoB tt ) "F(t 7) = 0, 


+,7 二 
的 解 ， 这 里 Cij(t, 7) 一 > ， Oik(t, T)Ojk (t, x). 
k 二 1 
进一步 假设 ， 对 每 个 i 二 1,:… ,n, 过 程 {XXi}j1so 是 随机 微分 方程 
dXt = pilt, Xe)dt + > _ oi;(t, Xe)dW? 
7 一] 
的 解 ， 这 里 Xi = {XX1,.…… ,Xn}. 最 后 ， 假 设 


上 | ? (sal, Xs) BE (s, Xo) [< 1 二 1,..- ;2. 
0 


7=1 
那么 
F(t,7) =e "(tT HEB(Xr)|X: = zl. 


计价 单 
位 
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推论 7.2.7 设 5; = {9S1,.… ,Sr} 如 上 所 述 ，Cr = 更 (Sr) 为 全 时刻 的 
权益 ， 那 么 在 t < 人 时刻， 权益 的 价格 


Vi=e "TIERG(ST)F] = ee "TH EREG(Sr)|S: = zaF(t, x) 


满足 


人 + C Ci;(t, nmi (t, D+r 守 (bz) — rF(t, x)=0, 
F(T,72) = (7 
证 过 程 {Si}:>o 满足 


dS; =rSidt + 》 oij(t, Se)S7dX?, 
7 一 1 

这 里 {Xzji>o7 = 1,… ,n, 是 @- 布朗 运动 ， 因 此 利用 定理 7.2.6 可 知 结果 成 
立 . 口 

在 市 场 中 ， 资 产 越 多 ， 选 择 “ 计 价 单位 ”或 “参照 资产 ” 越 自 由 .通常 选 
择 现金 债券 ， 但 事实 上 ， 也 可 能 选择 任何 可 交易 的 有 用 资产 ， 在 外 汇市 场 ， 可 
用 两 种 货币 中 的 任何 一 种 作为 无 风险 债券 参照 ， 并 且 总 可 以 获得 相同 的 权益 价 
值 . 这 里 考虑 同一 个 市 场 中 的 两 个 计价 单位 ， 但 存在 非 零 的 波动 率 . 

假 交 市场 由 ni 十 2 个 可 交易 资产 组 成 ， 其 价格 用 {Bi, B?, Si,... ,Sn7}:>o 
表示 . 比较 由 两 个 交易 者 获得 的 衍生 产品 的 价格 ， 其 中 之 一 是 选取 {Bil}iswo 为 
计价 单位 ， 另 一 个 选取 {B2}:wo 为 计价 单位 . 总 假设 价格 的 演化 遵循 多 维 几 何 
布朗 运动 模型 ， 但 两 个 过 程 {Bi};so 都 不 必 存 在 有 限 变 差 ， 
各 果 渤 到 { 寻 jeze 作为 计价 单位 那么 在 由 {有 >o 贴现 的 资产 价格 情 
形 下 首先 找到 一 个 等 价 测度 Q， 


Bi Se .SE 
Bi B: "B} ,~ 


都 是 Q - 扶 . 那么 可 得 人 时 刻 收 益 为 Cr 的 衍生 产品 的 价值 为 


(见习 是 7). 
如 果 选 取 {Bi}:>o 作为 计价 单位 ， 那 么 衍生 产品 的 价格 为 
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Be Se 
Br? 万 2 Bz ,0 


都 是 靳 的 情形 下 ，Q? 是 一 个 等 价 概率 测度 . 并 没有 证 明 这 样 的 测度 Q@? 是 惟一 
的 ， 但 如 果 能 复制 权益 ， 则 对 具有 这 个 性 质 的 任何 测度 Q@*， 可 得 到 同样 的 价 
格 


这 里 在 


假设 选取 Q@? 使 得 它 关 于 Q@! 的 Radon-Nikodym 导数 为 
dQ*| B? 
dQ! Ft | Bi 
注意 到 由 于 对 选取 {Bi 上 zo 为 计价 单位 的 投资 者 ，Q! 是 蒜 测 度 ， 由 此 可 
知 {Bf/Bi}izo 是 一 个 Q1 - 蒜 ， 回 顾 如 果 


dQ 


dP 


= (4, | vt>0, 
Ft 


那么 ， 对 Os<t, 


ES[X:|F,] = EE xX | 
首先 利用 这 个 结论 , 对 每 个 i= 1,…. ,n, 验证 {Si/B2}>o 是 一 个 Q2 - 鞍 . 
oz| 和 六 | 2 po'|B: Bs Se 
:| B1 5 
BS 9 


这 里 因为 Bs 和 Bs 是 万 - 可 测 的 并 且 {Sif/ Blihiso， 是 一 个 Q! - 蒜 ， 所 以 
上 式 最 后 一 行 成 立 ， 换 名 话说 ，{S;/B2}t>o， 如 所 要 求 的 那样 ， 是 一 个 Q2 - 
加 .同样 可 知 {Bi /B?}:>o0， 是 一 个 Q? - 贺 . 

如 采 选 取 {Bt}zo 为 计价 单位 ， 那 么 衍生 产品 的 价格 为 


2 2 
Ve = E Ee 
1 


| 
沼 
© 
) 
| 
S 


司 
已 
宁 


双重 货 
币 工 具 


双重 货 
币 远 期 
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换 句 话说 ， 计 价 单位 的 选择 是 不 重要 的 ， 即 我 们 总 可 以 获得 相同 的 价格 . 

现在 我 们 在 一 个 例子 中 应 用 多 因子 技巧 ， 对 双重 货币 远 期 合约 (quanto 
forward contract) 进行 定价 . 

定义 7.2.8 一 个 金融 资产 称 为 双重 货币 工具 ， 如 果 它 是 以 另 一 种 货币 作 
为 清算 的 衍生 证 券 ， 

双 昔 货币 远 期 合约 也 称 为 担保 汇率 远 期 合约 (guaranteed exchange rate 
forward). 通过 一 个 例子 最 容易 解释 双重 货币 远 期 合约 . 

例 7.2.9 BP 是 一 家 英国 公司 ， 它 有 以 英镑 进行 清算 的 股票 价格 {Si}i>o. 
对 美元 投资 者 来 说 ， 关 于 到 期 日 为 了 的 BP 股票 ， 双 重 货币 远 期 合约 就 是 按 
照 某 个 事先 规定 的 汇率 ， 将 收益 (ST 一 KK) 转换 为 美元 . 即 对 某 个 事先 约定 
的 忆 ， 收益 为 五 (S7 -五 ) 美元 ， 这 里 Sr 为 卫 时 刻 时 的 英镑 资产 价格 . 

正 像 在 5.3 和 中 的 外 汇市 场 那样 ， 假 设 在 美元 和 英镑 市 场 都 存在 无 风险 现 
金 债 券 ， 但 现在 我 们 的 模型 中 有 两 个 随机 过 程 ， 一 个 是 股票 价格 {Stjt>o， 男 
一 个 是 汇率 . 1 英镑 的 美元 价值 记 为 { 玉 ji>o， 因 此 ， 存 在 一 个 两 因子 (two- 
factor) 模型 . 


Black-Scholes 双 重 货币 工具 模型 : 记 {Bijhiso 和 {Di}szo 分 别 为 美元 和 英 
镑 现金 债券 . 记 Es 为 t 时 刻 1 英镑 的 美元 价值 和 Si 为 t 时 刻 的 英镑 资产 价 
格 ， 则 模型 为 

美元 债券 Bi = er ， 

央 镑 债券 ”DD = ev', 


英镑 资产 价格 5; = So exp(vt + co1Wi)， 
汇率 EE, = Eoexp (Xt +posWi + vl-— pro2 We ), 
这 里 {Wi hzz0 和 {上 zo 是 独立 的 了 了 - 布朗 运动 , 7,w,v, 和 ,ol,02 和 p 


在 该 模型 中 ， {Si}>0 和 {EB}>0 的 波动 率 分 别 为 Ol 和 C2， {H po 十 
V1 一 PW2}tzo 是 一 对 相关 系数 为 p 的 相关 布衣 运动 . 对 独立 的 布朗 运 
动 {WPa,H2ji>o，S 和 及 的 表达 式 为 

dt = So exp(vt + oi1 WwW) 十 oi12W7?), 
bt: = Eo exp(Mt + oc21Wi 十 0o22W?). 
而 个 存在 其 他 的 一 般 表 达 式 . 
使 双重 货币 远 期 合约 在 零 时 刻 的 价值 为 零 的 KK 的 价值 是 多 少 ? 
正如 在 外 汇市 场 的 讨论 中 那样 ， 第 一 步 是 根据 美元 可 交易 资产 重 述 所 


合约 定 讨论 的 问题 . 现在 有 三 个 美元 可 交易 资产 ;英镑 债券 的 美元 价值 EDD，,; 


价 
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股票 的 美元 价值 BS 和 美元 现金 债券 B..， 选取 美 元 现金 债券 作为 计价 单 
位 ， 我 们 首先 求 出 其 他 两 个 美元 可 交易 资产 的 贴现 价格 满足 的 随机 微分 方 
程 . 记 Li 一 Br 1 BED: 种 LA 一 Bi ES:. 因 为 


dE, = C 十 39) Bidt + po BW} + V1 ~ p202 BdWe, 
利用 多 因子 分 部 积分 公式 ， 得 


1 
d( ED:) = ub Ddt+ 名 30 ) EDidt+po2 Et:D:dWi + vy 1— p202 EB DidWe 


和 
l 
dj = @ 十 302 十 公 一 ztdt 十 了 (orzam 十 V1]— PesdWw? ) , 
类 似 地 ， 因 为 
1 
dS: = (: 十 2? ) Sidt + oSidW), 
1 
d(ErS:) 一 : 十 29? ) ESrdt + o1BSidW} 
1 
十 0 十 ;0 ) St Edt 十 po2 St Bed Wi 
+ Vl-— p08 BdW? + poio2 Si Eidt, 
所 以 有 


1 1 
dZ: = (+ 


+ (ai + po2)ZidWi + V1- p20osZidW2. 


现在 我 们 寻求 测度 变换 使 这 两 个 过 程 为 款 过 程 . 由 定理 7.2.4 的 证 明 后 面 的 算 
式 ， 化 简 上 式 可 知 ，01, 0。 满足 


1 
A+502+u—r~Hpos — bvV1— po =0 


02 十 poi02 一 ) Zidt 


1 1 
7 十 701 十 入 十 502 十 poloo ~—r—0(01+po2) — 9.v]1 — p20» = 0. 


解 这 两 个 联 立 方程 ， 得 


1 .2 
ZX 十 501 十 DOl102 一 化 
Ol 


0 = 
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和 


四 入 十 302 十 一 7 一 po201 

| V1— p02 

在 蒜 测 度 Q 下 ,由 车 = 二 的 和 X = WY 二 02t 定义 的 {Xi}>0 
和 {Xzjizo 是 独立 的 布朗 运动 ， 于是， 我 们 得 到 


0» 


1 
St = So exp (( 一 pO102 一 3 ): 十 na) 


特别 地 ， 
S57 = exp(—po102T)Soe"” exp (如 一 5o37 ) 

最 后 ， 我 们 束 可 以 在 双重 货币 合约 中 定价 远 期 合约 ， 因 为 {Xi 上 zo 是 一 个 四 - 
布衣 运动 ， 

EY exp (如 一 7)| = 1], 
因此 ， 

Wo =e "EE*[(Sr — KA) 

=e "TE( exp(~po192T)Soe"T 一 K). 

记 = Soev7 为 英镑 市 场 中 的 远 期 价格 且 令 WW = 0， 那 么 易 知 应 取 
K = Fexp(—po0102T). 
注释 ”汇率 为 


] 
E: = Eo exp (( 一 5) 十 pooX: 十 V1 Poux? ) 


不 难看 到 pXi 十 V1 一 PX? 是 一 个 方差 为 1 的 Q@ - 布朗 运动 ， 因此 {i}so 
的 这 个 表达 式 就 是 在 5.3 节 中 获得 的 表达 式 ， 同 时 ， 注 意 贴现 股票 价格 
过 程 e-"tS; 不 是 一 个 蒜 ， 存在 一 额外 项 ， 反 映 了 英镑 价格 不 是 一 种 美元 可 
交易 资产 的 事实 . 口 


7.3 ” 带 跳 的 资产 定价 模型 


Black-Scholes 框架 有 很 强 的 灵活 性 ， 关 键 的 假设 条 件 是 交易 过 程 是 连续 的 
有 目 资 产 价 格 的 动态 特性 是 连续 的 . 的确， 假设 满足 第 二 个 条 件 ， 那 么 在 离散 交 
易 的 情况 下 ， 当 交易 时 间 区 间 趋 于 零 时 ，Black-Scholes 价格 恰好 是 套利 价格 
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的 渐 近 逼近 . 但 资产 价格 是 连续 的 吗 ? 
到 目前 为 止 ， 我 们 总 假设 任何 签 定 的 合约 将 到 期 履约 . 特别 地 ， 如 果 政 府 
a 我 们 无 须 考 虑 合约 到 期 违约 的 可 能 性 .但 违约 确实 会 发 
.在 近年 ， 亚 洲 、 拉 丁 美洲 和 俄罗斯 爆发 的 信贷 危机 戏剧 性 地 说 明了 这 一 
a 如 果 A 公司 持 有 相当 多 数量 的 B 公司 的 债务 证 券 ， 那 么 B 公司 违约 将 会 
造成 A 公司 股票 价格 突然 下 跌 的 间接 影响 ， 怎 样 将 这 些 市 场 “ 震 荡 ” 反 映 在 
模型 中 呢 ? 


带 跳 的 


根据 它们 的 特性 ， 违 约 是 不 可 预测 的 . 如 果 假设 完全 没有 帮助 我 们 预测 违 泊 松 这 


约 时 间或 其 他 市 场 震荡 的 信息 ， 那 么 应 该 根据 泊 松 随机 变量 来 建立 模型 ， 即 震 
沪 间 隔 时 间 服 从 指数 分 布 ， 而 到 上 时 刻 为 止 的 震荡 次 数 N， 是 一 个 参数 为 t 
的 泊 松 随机 变量 ， 和 是 某 个 大 于 0 的 数 ， 假 设 震 荡 之 间 的 资产 价格 遵循 熟知 的 
几何 布朗 运动 模型 . 

一 个 典型 的 带 跳 风险 资产 价格 演化 的 模型 是 


dt 
Se 


这 里 {Wihiz0o 和 {Nejizo 是 独立 的 . 为 了 理解 方程 (7.9) 的 意义 ， 写 出 它 的 积 


分 形式 ， 但 这 样 必须 定义 关于 {Ni}zzo 的 随机 积分 ， 记 5 为 泊 松 过 程 第 i 次 
器 的 时 间 ， 定 义 


一 = jdt 十 Cd; 一 od Ni, (7.9) 


t Nt 
| f lu, Su}dN, = >», f(T7(2)—, S70i)—): 
+=1 


对 模型 (7.9)， 耕 存在 一 个 震荡 ， 那 么 资产 价格 将 以 (1 -- 6) 因子 减少 ， 这 个 事 
实 告诉 我 们 方程 (7.9) 的 解 是 


St = So exp ((# 一 3? 十 ow )0 一 6) 


为 了 研究 更 一 般 的 模型 ， 玫 人 和 和信 有 本 洛 推 | 到 带 跨 的 混合 过 寺 程 .通常 第 
一 步 是 求 出 (推广 的 ) 伊 膝 公 式 . 


假设 条 件 :假设 资产 价格 过 程 是 右 连 左 极 ， 即 是 具有 左 极限 的 右 连续 . 


定理 7.3.1 ( 带 跳 的 伊 芯 公 式 ) 假设 


dY: = jdt + oidWi + vd Ni, 


这 里 ， 在 忆 下 {Wi}iso0 是 一 个 标准 布朗 运动 和 {Niji>o0 是 一 个 强度 为 入 


程 


补偿 


冶 松 指 


数 炽 


170 第 7 了 章 更 复杂 的 模型 
的 泊 松 过 程 ， 如果 是 了 上 一 个 二 次 连续 可 微 函 数 ， 那 么 


169 =709+ fa + fds 
I 7) + > (F050) -7105 ), (10) 
这 里 {7;} 是 治 松 过 程 的 下 的 时 间 : 
这 里 不 证 明 这 个 定理 ， 但 育 观 推断 不 难看 到 它 是 正确 的 结果 。 如 果 


过 程 {Yi]izo 是 连续 的 ， 前 面 的 三 项 正 是 所 需要 的 结论 。 但 现在 由 于 不 


连续 ， 必 须 把 辣 、 与 双 区 别 开 来 ， 在 {Nijwo 的 跳 之 间 ， 确 实 应 该 应 
用 该 等 式 ， 但 对 跳 时 的 这 种 变化 必须 给 予 补偿 .在 前 三 项 里 包括 了 形式 
为 f(T, _)(Y, 一 寺 ,-) 的 项 ， 而 方程 (7.10) 的 第 一 个 和 式 对 此 进行 了 修 
正 . 由 于 Ni 是 有 限 的 ， 不 必修 正 包 含 f” 的 项 ， 在 实际 中 ， 考 虑 到 跳 的 次 数 
我 们 增加 了 第 二 个 和 式 . 

通常 园 起 到 一 个 关键 的 作用 . 显然 ， 在 PP 了 下 强度 为 入 的 泊 松 过 程 {Ni}s>o 
不 元 -个 正 - 甘 ， 即 它 是 单调 递增 的 ,但 我 们 可 以 把 它 写 成 一 个 蔷 加 上 一 个 漂 
移 . 习题 13 表明 由 MM = 和 Ni 一 At 定义 的 过 程 {MM 上 hzo 是 一 个 正 - 款 . 

更 一 般 地 ， 考 虑 时 间 非 齐 次 泊 松 过 程 . 对 这 样 的 过 程 强度 {和 ijzzo 是 时 
闻 的 一 个 函数 ， 在 时 间 区 间 [t,t 十 65t) 跳 的 概率 是 和 5t 十 o(5t). 因此 ， 在 区 
间 [s, 如 不 存在 跳 的 概率 为 exp (一族 入 dwu). 对 应 的 泊 松 蒜 (Poisson martingale) 
是 Mi = Ni 一 局 和 sds. 由 At = 户 和 sds 定义 的 过 程 {TAsjt>o 是 {Neji>o 的 补 
偿 者 (compensator). 

习题 14 了 证 明了 正 是 关于 布朗 软 的 积分 产生 了 (局 部 ) 蒜 ， 因 此 ， 关 于 泊 
松 蔷 的 积分 产生 蒜 . 

例 7, .2 1 区 {Ni}izo 是 在 P 下 强度 为 {At}tz0 的 泊 松 过 程 ， 且 对 每 
个 t+>0， 太 和 Asds < co. 对 给 定 的 有 界 确定 函数 {asji>o， 令 


L: = exp (/ asdAf。 十 [ (1 十 as 一 er-)Xeds|， (7.11) 
0 0 


这 里 dM = dNs 一 入 sds. 求 {Li}tzo 满足 的 随机 微分 方程 并 证 明 {Lijiso 是 
一 个 下 - 扶 . 


解 ”首先 ， 记 
t t 
z.= | odM,+ /| (1 十 as 一 ec ) 和 sds 
0 0 


使 得 L: = e“:. 于 是 
QZ 一 QidA 一 CritAtdt 十 (1 十 Gt 一 ec )A 和 rzdt. 
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由 推广 的 伊 苹 公式 ， 得 
dL: 一 Li_dZt 十 ( 一 € +t- Oye 十 ee 和 一 十 at 一 ez )dNe 


这 里 己 经 用 到 如 果 上 时 刻 在 {Zi}4so0 中 跳 发 生 ， 那 么 跳 的 大 小 是 at 这 个 事 
实 ， 代 入 并 重新 整理 得 
dL: = LoadMit Le_(l1+ oa — et)AMdt — L(+ a — et:)dN, 
一 Li (et 一 1)dM:. 


根据 习题 14，{Ztjt>o 是 一 个 卫 - 鞍 . 


定义 7.3.3 由 (7.11) 定义 的 {Ltt>0 形式 的 过 程 称 为 泊 松 指数 蒜 . 
泊 松 指数 贰 和 和 布 明 指 数 著 都 是 Doléans-Dade 指数 蒜 的 例子 . 
定义 7.3.4 对 Xo=0 的 半 蒜 {Xji>0， 它 的 Doléans-Dade 指数 甘 是 满 
足 
t 
Zt = |] + 上 0 dX。 
0 


的 惟一 半 蒜 {2 jit>o. 

用 同样 的 方法 ， 正 像 用 布朗 指数 蒜 来 变换 测度 和 因此 在 连续 模型 中 “转换 
漂移 ”那样 ， 我 们 在 不 连续 资产 定价 模型 中 把 布朗 指数 蒜 和 泊 松 指数 鞭 结 合 
来 ， 泊 松 蒜 漂移 的 改变 与 泊 松 过 程 {Nijizo 中 强度 的 改变 是 一 致 的 . 更 确切 地 
说 ， 我 们 有 下 面 形 式 的 Girsanov 定理 . 


定理 7.3.5 ( 带 跳 资产 价格 的 Girsanov 定 理 ) 设 {J:ji>o 是 一 个 标准 正 - 


布衣 运动 ，{ Ni}iz0 是 在 中 下 强度 为 {A 和}i>o 的 (可 能 是 时 间 非 齐 次 ) 泊 松 过 
程 . BP 
t 
Mi 一 Ai 一 [ Audu 
0 


是 一 个 下 蒜 . 记 五 为 由 FUFA 生成 的 6 - 域 . 假设 {04}ezo 和 {i}iwo 
是 { 厂 }>o- 可 料 过 程 ， 且 对 每 个 t+， 为 正 ， 使 得 


t t 
上 9sjl2ds < oo 和 [ pssds < oo 
局 0 


那么 在 测度 @@ 下 ， 它 关于 轩 的 Radon-Nikodym 导数 为 


这 里 Lo 二 1 且 gf 
7 一 = GdWi ~ (1 — $i)dM,, 
tt— 


测度 变 
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定义 为 Xi = Wi 一 0sds 的 过 程 {Xtjszo 是 一 个 布朗 运动 且 {Vtji>o 的 强度 
为 {$iAi}tz0. 

在 习题 16 中 将 证 明 {Ljszo 实际 上 是 布朗 指数 款 和 泊 松 指数 款 的 乘积 . 

定理 7.3.5 的 证 明 超出 了 本 书 的 范围 ， 但 有 一 个 练习 利用 伊 蕨 公式 验证 过 
程 {Xeji>o 和 {Ni 一 让 $s 和 sdsjzz0 在 Q@ 下 都 是 局 部 款 . : 

基本 思路 ”该 结论 的 非 正式 证 明 是 基于 下 面 推广 的 乘法 表 : 


因此 ， 有 


ac (Ni — 上 ds ) = 收 一 上 pe Xsds ) dLi + Li(dN: — biAdt) 
— Lil1 - $e) (dNe)’ 
一 (™ 一 [ pr Xsds ) dL + Li(dM: + ANdt) 
一 Ad — Li(1 ~ $e)(dM: 十 和 db 


t 
一 (x -/ bo Xsds ) dL 十 Lipd M:. 
0 


因为 {Mijiz0o 和 {Ljiz0 是 P- 款 ， 在 适当 的 边界 条 件 假 设 下 ，{Zz(Y 一 
万 加 和 Xsds)ji>o 必 为 一 个 P- 著 ， 故 {Ni 一 户 9s 和 sds)}izo 为 Q- 蒜 . 口 
百 和 党 上 ， 束 是 利用 推广 的 Girsanov 定理 ， 找 到 一 个 等 价 概 率 测度 ， 在 此 
测度 下 ， 资 产 的 贴现 价格 是 蒜 . 
do 一 HLdt 十 odWr 一 0dA 
St 
显然 资产 的 贴现 价格 满足 
dS: 
BS. 
但 现在 看 出 在 定理 7.3.5 中 有 产生 加 测度 的 {94}iso 和 {94}4zo 多 种 选择 ， 困 
难 在 于 市 场 是 不 完全 的 ， 因 此 虽然 能 用 任意 革 测 度 来 复制 权益 和 得 到 同样 的 结 
论 ， 但 存在 不 能 对 冲 的 权益 ， 存 在 两 个 独立 的 风险 源 ， 即 布朗 运动 和 泊 松 过 
程 ， 因 此 如 果 能 对 冲 任意 权益 Cr € 天 "， 那 么 在 相同 的 两 个 噪声 条 件 下 需要 两 
个 可 交易 的 风险 资产 . 


= (4 —7)dt++odW:— ddN:. 
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如 果 有 下 够 多 的 资产 可 用 于 对 剖 权 益 ， 能 否 找到 一 个 测度 ， 在 该 测度 下 使 风险 的 


它们 的 贴现 价值 都 是 蒜 ? 记 住 在 相反 的 情况 下 ， 在 市 场 上 存在 套利 机 会 . 市 场 价 
如 有 果 资 产 价格 不 存在 跳 ， 可 写 为 格 
dot 一 udt 十 odWi 
D1 
= (十 Yojdt 十 cdTT 


这 里 7 = (4 一 7)/ 为 风险 的 市 场 价格 . 第 5 章 已 经 看 到 在 无 套利 情况 下 ( 因 

此 在 市 场 上 存在 等 价款 测度 )，7?7 对 由 {Wi}t>o 所 驱动 的 所 有 资产 都 是 相同 的 . 

如 琳 资 产 价格 存在 跳 ， 那 么 投资 者 期 望 补偿 与 下 跳 有 关 的 附加 风险 ， 即 使 ” [33 

存在 “补偿 的 ”跳跃 (用 dMi 代替 dN,) 使 得 它们 的 均值 为 零 ， 这 样 的 资产 价 
格 满足 

do9: 

Se 


udt + odW+ vdM 


(r+7Yyo+nMAv)dt+odW + vdM, 


这 里 ” 是 资产 价格 对 市 场 震动 的 敏感 性 的 测度 ，” 表示 每 单位 带 跳 的 风险 资产 
的 咒 额 上报 率 . 再 次 看 到 ， 如 果 存 在 扶 测 度 ， 使 得 在 该 测度 下 所 有 的 贴现 资产 
价格 是 款 ， 那 么 对 由 {Wi}t>o 和 {Nijizo 所 驱动 的 价格 的 所 有 资产 ，o 和 7 
是 相同 的 . 从 而 蒜 测 度 @ 就 是 定理 7.3.5 中 的 测度 ， 在 此 测度 下 ， 


t t 
Wi 十 上 上 “ds 利 M +t 一 上 nAds 
0 0 


oy 


是 鞭 ， 即 可 取 6 二 YY 和 $= 一 n. 


同样 的 思想 能 延伸 到 由 大 量 独 立 噪声 所 驱动 的 资产 .例如 ， 存 在 带动 态 特 多 嗓 
性 的 n 个 资产 


可 


ds: 
St 


= Jidt+ ,ciadWPr + > vigdMf 
ar 二 1 B=1 
这 里 在 P 下 ，{Hgjt>oa = 1,… ,n, 是 独立 布朗 运动 日 {MB}y0,8 = 
1 ,m, 是 独立 泊 松 蒜 . 
如 琳 能 把 风险 的 惟一 市 场 价格 与 每 一 个 噪声 源 联系 起 来 ， 那 么 存在 等 价款 
训 度 ， 在 该 测度 下 ， 所 有 的 贴现 资产 价格 都 是 款 ， 在 这 种 情形 下 ， 记 


ne m 
Ai 一 了 十 2》, Yadia 十 3 na3ABVvig. 
a=1 B=1 
如 果 对 每 个 a 
We = We + Yat 


隐 仿 波 
动 率 


174 “第 7 章 更 复杂 的 模型 


是 蒜 ， 对 每 个 8 
Mf = Mf{ + neM\pt 
是 蒜 ， 那 么 在 测度 @ 下 ， 所 有 的 贴现 资产 价格 都 是 款 . 

通 和 党 正 是 复制 推动 了 理论 的 发 展 ， 注意 为 了 能 对 冲 任 意 权益 Cr € 万， 我 
们 需要 ni 十 m 个 “独立 的 ”由 这 些 品 声 源 所 驱动 的 可 交易 风险 资产 . 在 我 们 的 
处 置 中 如 果 资 产 数目 太 少 ， 那 么 将 存在 不 能 对 冲 的 权益 C7. 

如 果 取 系数 jy,o, 入 为 适应 于 由 {VH7 jzo = 1,… ,nn 所 产生 的 o- 域 流 ， 
那么 所 有 这 些 将 有 一 点 点 变化 ， 参 见习 题 15， 因为 我 们 没有 引入 任何 其 他 
的 噪声 源 ， 所 以 对 市 场 的 完全 性 而 言 ， 需 要 相同 数量 的 资产 .这些 思想 形成 
了 Jarrow-Madan 理论 的 基础 . 


7.4 ”模型 误差 


长 至 在 没有 跳 (或 在 两 次 跳 之 间 ) 的 情况 下 ， 我 们 对 Samuelson 模型 
do: 一 uSdt 十 oSrd Wi. . (7.12) 


也 只 是 给 出 了 非常 模糊 的 论证 . 然而， 尽管 已 经 证 明 在 这 个 模型 下 由 单个 参 
数 o 能 确定 衍生 产品 的 定价 和 对 冲 ， 但 实际 上 我 们 并 未 讨论 根据 市 场 数据 来 
如 何 估计 该 参数 ， 因 此 市 场 情况 是 怎样 的 呢 ? 


标准 期 权 一 般 可 在 交易 所 交易 ， 因 此 如 果 交 易 者 想 知道 比如 说 欧式 看 涨 期 
权 的 价格 ， 那 么 她 可 从 交易 屏幕 上 看 到 .， 然而， 对 一 个 场 外 衍生 产品 ， 在 交 
忽 所 不 知道 其 价格 ， 因 此 需要 它 的 定价 模型 . 通常 的 做 法 是 建立 一 个 Black- 
Scholes 模型 ， 然 后 校准 (calibrate) 使 它 符合 市 场 ， 即 从 市 场 中 估计 oc， 但 并 
不 音 用 直接 从 股票 价格 数据 中 估计 c. 对 交易 所 交易 的 期 权 ， 可 用 关于 同一 个 
股票 的 收盘 价格 来 代 蔡 .这 个 方法 是 简单 的 ， 对 给 定 的 敲定 价格 和 到 期 日 ， 可 
把 欧式 期 权 的 Black-Scholes 定价 公式 看 作 是 从 波动 率 o 到 期 权 价 格 V 的 一 
个 映射 ， 在 习题 17 中 ， 将 证 明 对 于 标准 期 权 这 个 映射 是 严格 单调 的 ， 因 此 可 
反 过 来 从 期 权 价 格 求 出 oa， 换血 话说， 已 知 期 权 价格 ， 就 可 得 到 Black-Scholes 
公式 中 对 应 的 o 值 ， 这 个 值 就 是 所 谓 的 隐 含 波动 率 (implied volatility). 

如 果 市 场 确 实 满足 Black-Scholes 方程 ， 那 么 这 种 方法 给 出 o 的 相同 值 ， 
而 与 交易 所 交易 期 权 的 敲定 价格 和 到 期 日 的 选取 无 关 ， 不 幸 的 是 ， 这 与 我 们 观 
察 到 的 真实 性 远 不 相符 : 不 仅 它 们 对 固定 到 期 日 依赖 于 融 定 价格 ， 产 生 著 名 的 
波动 率 微 闫 ， 而 且 隐 含 波动 率 随 着 到 期 日 的 临近 趋向 于 增加 (图 7-1)， 对 于 场 
外 期 权 定价 ， 市 场 上 实际 是 选择 从 “可 比较 的 ”交易 所 交易 期 权 中 获得 的 隐 含 
疲 动 率 作为 波动 率 参数 . 
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” 隐 含 波动 率 


5200 
17% 
5450 va 
鼓 定价 格 
a 
a N vb 
= 必 S 
3 5 & 0 2 
> 
3 


图 7-1: 对 基于 FTSE 股票 指数 的 欧式 看 涨 期 权 隐 含 波 动 率 是 敲定 价格 和 到 期 日 的 
函数 


这 种 方法 希望 能 导出 交易 所 交易 期 权 和 场 外 期 权 的 一 致 价格 ， 且 使 模型 对 冲 误 


误差 不 是 一 个 严重 的 问题 . 困难 是 出 现在 对 冲 中 . 即使 对 交易 所 交易 期 权 来 
说 ， 也 需要 用 模型 来 确定 复制 投资 组 合 . 参见 Davis (2001). 

假设 真实 的 股票 价格 过 程 满足 

d+ 一 QSd Or 十 Bod Wi 

其 中 {faihzzo 和 {Bihszo 是 {大 上 zo0- 适应 过 程 ， 对 某 个 参数 go 尺 省 {Si}>0 
满足 方程 (7.12) ， 但 仍然 定价 和 对 冲 在 工时 刻 收 荔 为 (ST) 的 期 权 . 

对 在 t < 了 时刻 期 权 价 值 的 估计 是 V(t,S)， 其 中 V(t,7x) 满 Black- 
Scholes 偶 微 分 方程 


2 
| (bz) 十 rz (tz) 十 272 (加 —rV(t,x) = 0, 
VI(T 到 = ®(2). 

对 冲 组 合 由 t 时 刻 四 = 双人 6) 份额 股票 和 总 价值 为 Wert 全 V(t, 1) 一 
grSit 的 现金 债券 所 组 成 . : 

第 一 个 担心 的 问题 是 由 于 模型 不 规范 ， 投 资 组 合 不 是 日 融资 的 . 因此 护照 
这 样 的 策略 费用 是 多 少 ? 因为 在 t 时 刻 购买 “对 冲 ” 组 合 的 费用 是 V(t, Si)， 
在 无 劳 小 时 间 区 间 [t,t 十 丝 ) 上 策略 增加 的 费用 为 


Cs Si) (Strot — Se) 十 (ve SW = Dr (51)5; ) 区 


Ox 
—V(t+ot,Sso) + V(t, Si). 


差 


182 


随机 波 
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换 句 话说 ， 记 Zi 为 二 时 刻 网 格 位 置 ， 则 有 


dZ, = A (t, Si ds, + (ve S,) 一 化 $1) )rat — dV(t, $1). 


OZ 
因为 V(t, z) 是 Black-Scholes 偏 微分 方程 的 解 ， 应 用 伊藤 公式 ， 得 


dt 一 人 St)dSs 十 ve Sz ) 一 人 0 rdt 
OV (¢ gqt — (tb Si)dS, — LO (#8,)8252dt 
Oe t t 上 一 > Dm tt 


不 管 模型 怎样 ，V(T, ST) = 更 (3S7) 与 工时 刻 给 定 的 权益 完全 一 致 ， 因 此 在 区 
时 刻 网 格 位 置 (事先 给 定 了 权益 和 (ST)) 为 : 


zx 32 (t, Si) (0? — Po)at 


对 欧式 看 涨 和 看 跌 期 权 ，&& > 0 (见习 题 18)， 因 此 如 果 对 所 有 的 t € 10, 了 T]， 
o” > 2， 那 么 我 们 的 对 溃 策略 获得 了 利润 . 这 意味 着 不 受 价格 动态 的 影响 ， 
在 Black-Scholes 模型 中 如 果 参 数 o 控制 真正 的 扩散 系数 868， 那么 我 们 获得 利 
润 . 这 是 成 功 对 冲 的 关键 . 尽管 通过 选取 足够 大 的 o 仍 可 使 27 有 正 的 期 望 ， 
但 如 有 果 价 格 过 程 存 在 跳 ， 那 么 将 停止 计算 . 

5 的 选取 仍 是 一 个 素 手 的 事情 .如果 我 们 过 于 小 心 以 致 于 没有 人 购买 期 
权 ， 过 于 乐观 以 致 于 暴露 与 波动 率 变化 有 关 的 风险 ， 因 此 我 们 应 该 尝试 对 冲 
该 风险 ， 这 样 的 对 冲 被 称 为 V- 对 冲 (VV hedging)， 一 个 期 权 的 希腊 字母 Vv 表示 
它 的 Black-Scholes 价格 对 ce 变化 的 敏感 性 . 这 个 思想 与 5 对 冲 的 思想 是 相同 
的 (第 5 章 中 习题 5)， 例 如 ， 如 果 我 们 购买 一 份 场 外 期 权 使 得 组 =v， 那 
么 我 们 也 出 售 数量 为 v/v 的 可 比较 的 交易 所 交易 期 权 ， 该 期 权 的 价值 为 VV’ 
日 2 一， 绪 末 对冲 组 合 被 称 为 是 9 - 中 性 (V-neutral). 

由 于 不 能 直接 观察 到 波动 率 ， 所 以 很 自然 地 把 它 作为 随机 过 程 来 建立 模 

型 . 为 了 发 展 所 谓 的 随机 波动 率 模型 (stochastic volatility model)， 人 们 花费 
了 大 量 的 努力 .在 这 个 框架 中 ， 在 数据 中 观察 到 的 厚 尾 部 收益 率 分 布 能 用 来 
建立 模型 ， 有 时 在 资产 价格 中 的 “ 跳 ” 可 通过 波动 率 中 的 跳 来 建立 最 好 的 模 
型 例如， 如 果 根 据 具 有 常数 利率 的 泊 松 过 程 有 跳 发 生 ， 且 在 7 时 刻 的 一 个 
中 9-/S-- 服从 对 数 正 态 分 布 ， 那 么 Si 的 分 布 将 是 对 数 正 态 的 ， 但 方差 参数 
由 一 个 泊 松 随机 变量 的 乘积 给 出 (习题 19)， 随 机 波动 率 也 可 用 于 在 隐 含 波动 
率 曲 线 中 建立 “微笑 ”的 模型 ， 因 此 通过 寻找 随机 波动 率 模型 和 隐 含 波动 率 模 
型 之 间 的 对 应 关系 来 结束 本 章 . 可 再 次 参见 Davis(2001)， 一 个 典型 的 随机 波 
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动 率 模型 是 下 面 的 形式 
dS: = 1Sdt + oSd Wi, 


doz = a(Si, oi)dt + b(S:, 01) (pa 十 VTIL 一 Paw? ) 


其 中 {上 tz0，{WEF 上 zo 是 独立 的 P - 布朗 运动 ，p 是 (0,1) 中 的 常数 ， 系 
数 a(z,o) 和 Hz,c) 满足 波动 率 模型 . 

与 通常 一 样 ， 我 们 想 求 出 一 个 计 测 度 . 如 果 @@ 与 P 等 价 ， 那 么 对 某 些 被 
积 函数 ee 和 {04}:>0， 它 关于 了 的 Radon-Nikodym 导数 的 形式 是 


守 |, =em(- [ aw: - 3 { das [ oaw? 3 { 94s) 


为 了 使 贴现 的 资产 价格 {54}:>o 是 一 个 Q- 蒜 ， 选 取 


Ot 
然而 当 {otjt>o 个 是 一 个 可 交易 资产 时 ，{04 hzo 的 选取 是 任意 的 ， 因 此 无 套 
利 论 证 可 用 于 确定 它 的 漂移 . 在 QQ 下 ， 


t 
Xi = Wi 0.d 
t f + 上 S 
和 t 
Xr 一 We? +/ gds 
0 
是 独立 的 布朗 运动 . 因此 {S94ji>o 和 {owjizo 的 动力 系统 可 以 方便 地 记 为 
dos 一 roidt 十 0iSidX 


相 

dor 一 a (Si, or)dt 十 p(Lot ot) (oa 十 V 1] 一 Fax? ) 
这 里 - 
6(094， ot ) 一 al9i; Or ) 一 p(9t， Ot ) (pa 十 V 一 p20. ) 。 


现在 引入 第 - -个 可 交易 的 资产 . 假设 记 为 {S*jtzo 的 期 权 在 人 时 刻 的 执行 
价值 为 更 (Sr)， 定 义 在 14< 工 时 刻 它 的 值 为 在 测度 Q@ 下 更 (3S7) 的 贴现 值 ， 即 


V(t, Seo) = EY eT Hg(sr)|Al. 


多 维 Feynman-Kac 随机 表示 定理 (结合 通常 的 乘积 法 则 ) 告诉 我 们 ， 函 
数 V(t, zx,o) 满足 伍 微 分 方程 
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1 OV 
(6 Z 十 rz 人 ZI) + a(t, x Waste ZX,0) 十 30 T FT 7 (t, T,0) 


2 DT OV 
pio) 和 T,0) 十 porblt, 7,0) sas ZI) rV l(t, 2， o) = 0. 


“ 记 坟 = V(t So 和 在 我 们 的 记号 中 减少 Va 和 5 对 (#,S4,01) 的 依赖 性 ， 
伊藤 公式 的 应 用 告诉 我 们 


DY oOV oV 1 DT 

dyY: = + Br d+ Bo 一 一 dc， 十 一 9 Dz a20 
02V 1 02V,， 

十 DTPoctotdt 十 了 2 dt 

aV 8V 1 ,20V ! 02V 

(rv ot Br "Bo 3 > Or? Qo? 

OV x1 十 七 a dt 十 pp dX +bV1— pdx 


OZ Oo 
OV OV O* 了 
十 52 Bro 90 dt 十 一 2 


= rydt+ re5 dX + pp dX 十 bV1 一 Po dx? 


如 果 了 映射 oo rr yy 二 V(t,z,0) 是 可 逆 的 ， 使 得 对 某 些 好 的 图 数 D，,， oo = 
DI(t, 乞 ， zy)， 那么 对 某 些 函数 C 和 d, 


o? Szdt 


OV 
一 0 dt 


十 SC7 dt 十 Or 


Ox 


dY: = r¥edt + elt, Se, Yi)dX; + d(t, Si, Ye)dX?. 


我 们 现在 已 经 建 六 了 有 可 交易 资产 {Si}z>o 和 {Yi}zo 的 完全 市 场 模型 ， 
对 于 这 个 模型 @ 是 惟一 的 团 测 度 . 当然 ， 对 {9.}zo 的 每 一 个 选择 ， 我 们 实际 
上 已 经 建立 了 这 样 的 市 场 ， 并 且 正 是 {9;}:>o 的 选择 明确 确定 了 函数 c 和 d， 
下 是 这 些 函 数 告 诉 我 们 怎样 对 冲 . 

因此 隐 含 波动 率 的 什么 模型 对 应 于 这 个 随机 波动 率 模型 ? 如 果 在 方 
程 (7.12) 中 波动 率 取 为 6(t)， 那 么 隐 含 波动 率 6(t) 将 使 得 到 是 在 (t, S:) 上 
取 值 的 Black-Scholes 价格 .在 这 种 方法 中 ，{0i:}:>o 的 每 一 个 选择 或 {Yi}>0 
的 等 价 模型 给 出 了 一 个 隐 含 波动 率 的 模型 . 

关于 随机 波动 率 有 大 量 的 文献 ， 比 较 好 的 文献 是 Fougue Papanicolau 
和 Sircar (2000). 


习 题 


1. 验证 在 7.1 节 中 定义 的 复制 投资 组 合 是 自 融 资 的 . 
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2， 假 设 {Wijsyo 和 {W2}swo 是 测度 P 下 独立 的 布朗 运动 ， 令 p 为 常数 
且 0<p<1， 求 系数 {Qj 上 i,;=1,2 使 得 


Wi 一 Ql WwW 十 Qi2 We 
和 
Wz? 一 C21 Wr 十 C22 Wr 
在 测度 Q 下 定义 了 两 个 标准 布朗 运动 ， 且 EE|WiW2| = pt， 解 是 惟一 的 吗 ? 
3， 假 设 F(t,zx) 是 时 非 齐 次 的 Black-Scholes 偏 微分 方程 


OF 
Oz? 
的 解 晶 满足 适合 于 欧式 看 涨 期 权 定 价 的 边界 条 件 . 作 变换 


人 Z) 十 二 (22 (bzZ) 十 "(tz (b 7)—r(t)F(t,7£) = 0, (7.13) 


1 一 re™(t), Uv 一 Fe? (td) T 二 7Y(t) 


且 选 取 a(b 和 B(t) 使 在 得 到 的 方程 中 v 和 名 的 系数 为 零 ， 并 且 选 择 Y(t) 去 掉 剩余 
时 间 的 依赖 性 使 得 方程 变 为 
口 8 
(7, y) 一 5 BT y)- 
注意 到 在 这 个 方程 中 系数 与 时 间 无 关 昌 与 + 或 o 无 关 . 推导 通过 在 经 上 典 的 Black-Scholes 
公式 中 作 适 当 的 变换 可 获得 方程 (7.13) 的 解 . 
4. 设 {WE 上 hz0,i 二 1,-… ,n, 是 独立 布朗 运动 ,证明 由 


fi = A 2_ (Wi)? 


定义 的 {Rt}tzo 满足 随机 微分 方程 过程 {Riso 是 布朗 运动 在 恨 " 中 的 径 向 部 分 ， 
且 被 称 为 mn- 维 贝 赛 尔 过 程 (n-dimensional Bessel process). 

5 回顾 由 X = (Wie, Wi) 定义 的 二 维 布朗 运动 {Xi}jtz0， 其 中 {Wi 上 >0 
和 {Wi}zo 是 独立 的 (一 维 ) 标准 布朗 运动 . 求 {Xihizo 的 科 尔 莫 臣 罗 夫 倒 向 方 
各. 

如 果 {Wi jzo 和 {We zo 用 相关 的 布朗 运动 {Wi 1;>o。 和 {W2}:>0o， 且 对 某 
些 一 1<p<1 有 El4WedWe] = pdt 来 代替 ， 重 新 计算 上 述 问题 . 

6. 利用 A- 对 冲 技巧 证 明 推 论 7.2.7 中 的 结果 . 

7. 在 已 选 计 价 单位 {Bjtzo 有 非 零 波 动 率 的 情况 下 ， 重 述 7.2 节 中 的 Black- 
Scholes 分 析 方 法 ， 且 验证 对 适当 选取 的 Q@ (应 该 确定 )， 在 T 时刻 收 益 为 Cr 的 衍生 
产品 的 公平 价格 仍 为 

| 


VBEQ CT 
l : 宗 
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8， 两 个 交易 者 在 7.2 节 中 的 同一 个 完全 无 套利 Black-Scholes 市 场 中 运作 ， 出 售 
相等 的 期 权 ， 但 选取 的 计价 单位 不 同 ， 它 们 的 对 冲 策略 有 何 差别 ? 

9. 求 复 制 例 7.2.9 中 的 双重 货币 远 期 合约 的 投资 组 合 . 

10. 一 份 关于 例 7.2.9 中 的 BP 股票 的 双重 货币 数字 合约 (quanto digital contract) 
规定 在 了 时 刻 当 BP 英镑 股票 价格 Sr 大 于 KK 时 支付 1 美元 ,假设 7.2 节 中 Black- 
Scholes 双重 货币 模型 成 过， 求 这 样 一 份 期 权 在 零 时 刻 的 价格 以 及 复制 投资 组 合 . 


11， 一 份 关 于 例 7.2.9 中 的 BP 股票 的 双重 货币 看 涨 期 权 (quanto call option) 
在 了 时 刻 的 价值 是 E(Sr 一 下 )- 美 元 ， 其 中 ST 为 英镑 股票 价格 ， 假设 7.2 节 
中 Black-Scholes 双重 货币 模型 成 立 ， 求 该 期 权 在 零 时 刻 的 价格 以 及 复制 投资 组 合 . 

12. 亚 式 期 权 (Asian option) 假设 市 场 由 一 个 无 风险 现金 债券 {Bi}:>o 和 一 个 
价格 为 {S:}izo 的 单 风 险 资产 组 成 ， 且 满足 


d Br = 一 rr Bdt, Bo 一 荆 
和 
dS 一 LSrdt 十 o Sd Wi, 


其 中 {Wr}i>o 是 一 个 了 - 布朗 运动 . 
一 份 期 权 规 定 在 工 时 刻 收益 为 Cr = 更 (Sr, Zr)， 这 里 对 及 + x 及 中 某 个 (确定 
的 ) 实 值 函数 9， 


t 

Zi = , Su }du. 

t [ g(u, Su)du 
根据 一 般 理论 可 知 ， 这 样 一 份 期 权 在 t 时 刻 的 价值 满足 
Vi = eT HEB(Sr, Zr 

其 中 Q 为 测度 ， 在 该 测度 下 {S:/ Bijzzo 是 一 个 蒜 . 
证 明 Vi = F(t, Si, Zi)， 其 中 在 及 + x 民 x 民 中 的 实 值 函 数 F(t, zx,z) 是 
OF OF 1 ,0F BF 


R12 HitI98 "=0 
F(T, 7,2z) = ®(z, 2). 


的 解 。 进 一 步 证 明 根据 在 t 时 刻 由 
OF 
pt 一 Br (t Sz, Zt) 


份额 的 股票 和 
be =o" (Fle, S20) — Se (tS 20) 


份额 的 现金 债券 组 成 的 自 融资 投资 组 合 可 对 冲 权益 C7. 
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13. 假设 {A jzo 为 泊 松 过 程 且 在 P 下 其 强度 为 {A 上 t>0. 证 明 由 
t 
Mi = Nz: — Asd 
t t / S 


定义 的 {Mi}:zo 是 一 个 天 于 由 {Ni}:>0 生成 的 o - 域 的 P- 鞭 . 
14， 假设 {Ni}:zo 是 一 个 在 下 下 其 强度 为 {和 iht>o 的 泊 松 过 程 且 {Mi 此 so 为 对 
应 的 泊 松 蒜 ， 验 证 对 一 个 {2 }>o- 可 料 过 程 {fi}e>0， 


/ fedM;, 
0 
是 一 个 P- 贺 . 


15， 如 果 在 驱动 资产 价格 的 随机 微分 方程 中 允许 系数 是 {F};>o- 适应 过 程 ， 并 候 
定 存 在 某 些 确定 的 边界 条 件 ， 那 么 证 明 7.3 节 中 的 分 析 方 法 仍 是 有 效 的 . 

16， 证 明年 理 7.3.5 中 的 过 程 { 也 rt>o 和 人 让 从 有 有 扫 尖 和 一 个 布 明 指 数 守 的 匀 
积 ， 并 由 此 证 明 它 是 一 个 蒜 ， 

17. 证 明 在 经 上 典 的 Black-Scholes 模型 中 ， 对 欧式 看 涨 (或 看 跌 ) 期 权 ，V 是 严格 
正 的 . 推导 对 标准 期 权能 从 其 价格 中 推出 Black-Scholes 模型 的 波动 率 参数 . 

18. 假设 V(t,2z) 古 欧式 看 涨 《村 省 路 期 权 在 t 时 刻 的 Black-Scholes 价格 ， 已 
知 t 时 刻 的 股票 价格 为 z， 证 明 人 > 0， 

19. 假设 根据 强度 为 常数 和 的 泊 松 过 程 ， 资 产 价格 {S54}:>o 满足 带 跳 的 几何 布朗 
运动 .在 每 个 独立 跳 的 时 刻 7，S7/S;- 服从 对 数 正 态 分 布 . 证 明 ， 对 每 个 固定 的 1 3， 
服从 方差 为 o? 的 对 数 正 态 分 布 ， 这 里 方差 oz? 由 泊 松 随机 变量 的 倍数 给 出 . 
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\ | 
记 与 
金融 术语 和 Black-Scholes 模型 


7T， 到 期 时 间 . 

CT，7 时 刻 的 权益 价值 . 

{Sn}n>0，{Si}zz0 原生 股票 价值 . 

KK ， 标 准 期 权 的 敲定 价格 . 

(Sr ~ K), = max(Sr — KO). 

r， 连 续 复 利 利率 ， 

0， 波 动 率 . 

PP， 概率 测度 ， 通 常 称 为 市 场 测 度 . 

Q@， 等 价 于 市 场 测 度 的 诸 测 度 . 

E%，Q 的 期 望 值 . 

党 ,QQ 关于 PP 的 Radon-Nikopdym 导数 . 

{Sjtz0o， 原 生 股 票 的 贴现 值 . 一 般 地 ， 对 过 程 {Yji>0，Yh = /Bi， 其 
中 {Bi}tz0 表示 t 时 刻 的 无 风险 现金 债券 的 价值 . 

V(tz)， 当 股票 价格 5 = xz 时， 投资 组 合 在 t 时 刻 的 值 ， 即 期 权 Black- 
Scholes 的 价格 . 


一 般 概 率 


(QFP) ， 概 率 空间 ， 

PI[A1B]，A 关于 B 的 条 件 概率 . 

于 ， 标 准 正 态 分 布 函数 . 

p(tzy)， 布 朗 运 动 的 转移 密度 . 

X 三 YY， 随 机 变量 X 和 YY 具有 相同 的 分 布 . 
Z ~ N(01)， 随 机 变量 Z 服从 标准 正 态 分 布 . 
EE[X; A]， 见 害 义 2.3.4. 


蒜 和 其 他 随机 过 程 


{Mi}:>0， 在 茶 些 规定 概率 测度 下 的 鞍 . 


186 


记 号 


{Mje}tz0，{Ai jtz0 的 二 次 变 差 . 

{Fn }n>o0; {fiz0 ，0 - 域 流 . 

{FXjn>o ({FZji>o)， 由 过 程 {Xn}w>o({Xtjz>0) 生成 的 o - 域 流 . 
E[X| 天 |]，E[XXn+1|XXn]， 条 件 期 望 ， 见 30~40 页 . 

{Wi}:>o， 在 规定 测度 下 的 布朗 运动 (一般 是 市 场 测度 ) . 

天 四， 区 对 应 于 {Xtjtzo 的 最 大 值 和 最 小 值 过 程 . 


杂 类 


全 ， 定 义 为 ， 

5(Tr)， 划 分 T 的 网 格 . 

fz， 函数 f 在 xz 处 的 值 . 

0 ( 9 为 癌 量 或 矩阵 )，6 的 转 置 . 

T > 0z > 0， 辣 量 xz € 了 R*"， 见 第 10 页 . 
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Bachelier ( 巴 舍 利 耶 ),， 51, 102 
Bessel process ( 贝 塞 尔 过 程 ), 186 
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bid-offer spread (买卖 价差 ), 21 
binary model (两 值 模型 ), 6 
Binomial Representation Theorem 
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binomial tree (项 式 树 ), 24 
Black-Scholes equation (Black- 
Scholes 方程 ), 121, 135, 136 
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解 ), 137 
special solutions (~ 特 解 ), 136 
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162, 186 
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模型 ) 
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dividends (红利 ) 
continuous payments (连续 
支付 ~), 126 
periodic payments (定期 文 
付 ~), 129 
foreign exchange (外 汇 ), 123 
general stock model (一 般 股票 模 
型 ), 160 
multiple assets (多 资产 ), 163 
quanto products (双重 货币 工具 
产品 ), 173 
with jumps (市 跳 )，175 
Black-Scholes pricing formula (Black- 
Scholes 定价 公式 ), 45, 120, 135 
bond (债券 ), 4 
coupon (已 票 ~), 131 
pure discount ( 纯 贴 现 ~), 131 
Brown exponential martingale (布朗 
指数 鞠 ), 65 
Brown motion (布朗 运动 ) 
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definition (定义 ), 53 

finite dimensional distributions 
(有 限 维 分 布 ), 54 
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61，69 

hitting time( 到 达 时 间 ), 59, 66， 
69 

Lévy’s characterisation ( 茉 维特 
企 ), 90 

Levy's construction( 莱 维 构造 )， 
56 

maximum process (最 大 值 过 程 )， 
60, 69 

path properties (路 径 性 质 )，55 

quadratic variation (二 次 变革 )， 


75 
reflection principle (反射 原理 )， 
60 


scaling (尺度 ), 63 
transition density (转移 密度 ), 54 
with drift (市 课 移 ), 63, 99, 110 


C 


cadlag ( 右 连 左 极 ), 66 
calibration (校准 ), 181 
cash bond (现金 债券 )，5 
Central Limit Theorem (中 心 极限 定 
理 ), 46 
chain rule ( 链 式 法 则 ) 
It6 stochastic calculus (伊藤 随机 
分 析 ), 见 It6’s formula 
Stratonovich stochastic calculus 
(斯 特 拉 托 庄 维 奇 随机 分 析 )， 
109 
change of probability measure (概率 
测度 变换 ) 
continuous process (连续 过 程 )， 
见 Girsanov’s Theorem . 
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on binomial tree (在 -项 式 树 上 )， 
97 
claim (权益 ), 1 
compensation (补偿 ) 
Poisson process ( 泊 松 过 程 ), 177 
sub/supermartingale (下 /上 名 )， 
41 
complete market (完全 市 场 ), 9, 16， 
47 
conditional expectation (条 件 期 望 )， 
30 
coupon (县 票 ), 131 
covariation ( 共 变 ), 94 
Cox-Ross-Rubinstein model (Cox- 
Ross-Rubinstein 模型 ), 24 
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delta (6), 122 
delta hedging (6- 对 冲 ), 135 
derivatives (衍生 产品 ), 1 
discounting (贴现 ), 14, 32 
discrete stochastic integral (离散 随机 
积分 ), 36 
distribution function (分 布 函 数 )， 29 
standard normal (标准 正 态 和 ~)， 
47 
dividend-paying stock (支付 红利 股 
票 ), 49, 126 
continuous payments (连续 支付 )， 
126 
periodic dividends (定期 分 红 )， 
129 
three steps to replication (复制 
二 步骤 ), 127 
Doléans-Dade exponential (Doléans- 
Dade 指数 ), 177 
Dominated Convergence Theorem ( 控 


制 收敛 定理 ), 67 
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Doob's inequality ( 杜 布 不 等 式 ), 80 
doubling strategy (双重 策略 )，113 


E 


equities (股权 ), 126 

periodic dividends (定期 分 红 )， 
129 

equivalent martingale measure (等 价 
甘 测 度 ), 15, 33, 115 

equivalent measure (等 价 测度 ), 15， 
37, 98 

exercise boundary (执行 边界 ), 151 

exercise date (执行 日 ), 2 

expectation pricing (期 望 价格 ), 4, 14 


F 


Feynman-Kac Stochastic Representa- 
tion Theorem (Feynman-Kac 随 
机 表示 定理 ), 103 
multifactor version (多 因子 形 


式 ), 170 
filtered probability space (过 滤 概 率 
空间 ), 29 


filtration (o - 域 流 ), 29, 64 
natural (自然 ~), 29, 64 
forward contract ( 远 期 合约 ), 2 
continuous dividends (连续 分 红 )， 
137 
coupon bonds ( 姑 票 债券 ), 137 
foreign exchange (外 汇 ), 20, 124 
periodic dividends (定期 分 红 )， 
131, 137 
strike price ( 敬 定 价格 ), 5 
forward price ( 远 期 价格 ), 5 
free boundary (自由 边界 ), 152 
F'TSE, 129 
Fundamental Theorem of Asset Pric- 
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ing (资产 定价 基本 定理 ), 12, 15， 
38, 116 
futures (期 货 ), 2 


G 


gamma (7Y), 122 
geometric Brownian motion (几何 布 
明 运 动 ), 87 
It6’s formula (伊藤 公式 )，88 
justification (论证 ), 102 
Kolmogorov equation ( 科 尔 莫 戈 
多 夫 方 程 ), 106 
minimum process (最 小 值 过 程 )， 
145 
transition density (转移 密度 )， 
106 
Girsanov’s Theorem (Girsanov 定理 )， 
98 
multifactor (多 因子 ), 166 
with jumps ( 带 跳 ~), 178 
Greeks (希腊 字母 ), 122 
for European call option (欧式 看 
涨 期 权 ~) 136 
guaranteed equity profits (担保 股权 
收益 ), 129 


H 


Harrison & Kreps, 12 

hedging portfolio (对 冲 投 资 组 合 )， 
见 replicating portfolio 

hitting times (到 达 时 间 ), 59, 也 见 


Brownian motion 
I 


implied volatility ( 隐 含 波动 率 )， 
见 volatility 
in the money ( 实 值 ), 3 
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incomplete market (不 完全 市 场 ), 17， 
19 
infinitesimal generator (无 穷 小 生成 
元 ), 105 
interest rate (利率 )，105 
Black- 上 arasinski model (Black- 
Karasinski 模型 ), 110 
continuously compounded (连续 
复 利 ) 5 
Cox-Ingersoll-Ross model (Cox- 
Ingersoll-Ross 模型 ), 109 
risk-free (无 风险 ~), 5 
Vasicek model (Vasicek 模型 )， 
109, 110 
intrinsic risk (内 在 风险 ), 19 
It6 integral (伊藤 积分 )， 见 stochastic 
integral 
It6 isometry ( 伊 滕 等 距 ), 80 
It6's formula ( 伊 膝 公式 ) 
for Brownian motion ( 布 朋 运动 )， 
85 
for geometric Brownian motion 
( 儿 何 布朗 运动 ), 88 
for solution to stochastic differen- 
tial equation (随机 微分 方程 
的 解 ), 91 
multifactor (多 因子 和 ~), 165 
with jumps (市 跳 ~), 176 


J 


Jensen’s inequality (和 詹 生 不 等 式 ), 50 
jumps (BE), 175 


上 
Kolmogorov equations ( 科 尔 莫 戈 罗 夫 
方程 ), 104, 110 


backward ( 倒 问 ~), 105, 186 
forward (前 问 ~), 106 
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L?-limit (L2 极限 ), 76 

Langevin's equation ( 即 之 万 方程 )， 
109 

Lévy's construction ( 芋 维 构造 ), 56 

Lipschitz-continuous ( 利 普 希 光 连续 )， 
108 

local martingale (局 部 蒜 ), 65 

jocalising sequence (局 部 化 序列 ), 87 

lognormal distribution (对 数 正 态 分 
布 ), 4 

long position (多 头 ), 2 


M 


market measure (市 场 测 度 ), 33, 113 
market price of risk (市 场 风 险 价格 )， 
134, 179 
market shocks (市 场 震 荡 ), 175 
Markov process (马尔 可 夫 过 程 ), 34， 
49 
martingale ( 革 ), 33, 49, 64 
bounded variation (有 界 变 差 )， 


84 
square-integrable (平方 可 积 )， 
100 


martingale measure ( 轩 测 度 ), 15 
Martingale Representation Theorem 
( 迦 表 示 定 理 ), 100 
multifactor (多 因子 ~), 168 
maturity (到 期 日 ), 2 
measurable (可 测 的 ), 29 
mesh (网 格 ), 73 
model error (模型 误差 ), 181 
and hedging (对 冲 ), 181 
multifactor model (多 因子 模型 ), 163 
multiple stock models (多 股票 模型 )， 


10, 163 


mutual variation (相互 变 差 ) 94 


N 


Novikov’s condition (Novikov 条 件 )， 


98 


numeraire (计价 单位 ), 126 


change of (计价 单位 变换 ), 20， 
125, 171 


O 


option (期 权 ), 2 


American (美式 期 权 ), 26, 42, 150 

call on dividend-paying 
stock (支付 红利 的 看 涨 
股票 ~), 49 

cal on non-dividend-paying 
stock (不 支付 红利 的 看 
涨 股票 ~~), 27, 50 

cash-or-nothing (现金 或 无 
值 ~)， 157 

exercise boundary (执行 边 
界 ), 151 

free boundary value problem 
(自由 边 值 问题 ), 152 

hedging (对 冲 ), 43 

linear complementarity pro- 
blem (线性 互补 问题 )， 
152 : 

perpetual (永久 ~) 157, 158 

perpetual put (永久 看 跌 ~)， 
153 

put on non-dividend-paying 
stock (不 支付 红利 的 看 
跌 股 票 ~), 27, 48, 157,， 
158 z 

Asian ( 亚 式 期 权 ), 149, 157, 187 


191 


asset-or-nothing (资产 或 无 值 期 
权 ), 155 
barrier (障碍 期 权 ), 145, 148 
binary (两 值 期 权 ), 140 
call (看 涨 期 权 ), 2, 127 
coupon bonds ( 息 票 债 产 ~)， 
137 
dividend-paying stock ( 文 付 
红利 的 股票 ~)， 127， 
137 
foreign exchange (外 汇 ~)， 
137 
call-on-call (看 涨 的 看 涨 ~), 143 
cash-or-nothing (现金 或 无 值 ~)， 
48, 140 
chooser (选择 ~~), 156 
cliquets (小 集团 和 ~), 143 
collar ( 双 限 ~), 154 
compound (复合 ~),， 143 
contingent premium (偶然 溢价 
~), 155 
digital (数字 ~), 20, 48, 140, 154， 
155 
double knock-out (二 次 禹 出 ~)， 
149, 157 
down-and-in (下 降 裔 入 入), 145， 
147,-157 
down-and-out (下 降 敲 出 ~), 145， 
148, 156 - 
European (欧式 ~), 2 
hedging formula (对 冲 公 式 )， 
8, 25, 121 
pricing formula (定价 公式 )， 
8, 23, 45, 118 
exotic (有 有 异 ~), 139 
foreign exchange (外 汇 和 ~), 17， 
122 


192 索 


forward start ( 远 期 启动 ~), 48， 
141 

guaranteed exchange rate for- 
ward (担保 汇率 远 期 合约 
~), 172 

lookback call ( 回 望 看 涨 ~), 145 

multistage (多 阶段 ~), 142 

on futures contract ( 远 期 合约 
~), 156 

packages (组 合 ~), 3, 18, 139 

path-dependent (依赖 路 径 的 ~)， 
144; 也 见 (option) Ameri- 
can, Asian 

pay-later ( 述 付 和 ~), 155 

perpetual (永久 ~), 137, 157 

put (看 跌 ~), 2 

put-on-put (看 跌 的 看 跌 ~), 156 

ratchet (来 轮 ~), 155 

ratio (比率 和 ~), 142 

up-and-in (上 升 裔 入 ~), 145 

up-and-out (上 升 敲 出 ~), 145 

vanilla (标准 ~),， 3, 139 

也 罗 quanto 

Optional Stopping Theorem (可 选 停 
止 定理 ), 39, 49, 66 
optional time (可 选 时 间 ), 见 stopping 
time 


Ornstein-Uhlenbeck process (Ornstein- 


Uhlenbeck 过 程 ), 109 
out of the money {( 虚 值 ), 3 
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packages (组 合 ), 3, 18, 139 

path probabilities (路 径 概率 )，26 
payof (收益 ),，3 

perfect hedge (完全 对 冲 ), 6 

pin risk ( 针 风 险 ), 141 


Poisson exponential martingale ( 泊 松 
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指数 园 ), 177 
Poisson martingale ( 泊 松 蒜 ) 177, 187 
Poisson random variable ( 泊 松 随机 变 
量 ), 175 
positive riskless borrowing ( 正 的 无 风 
险 利 率 ), 14 
predictable (可 料 的 ), 36, 78 
predictable representation (可 料 表 示 
法 ), 100 
previsible (可 料 的 ), 见 predictable 
probability triple (概率 空间 ), 29 
put-call parity (看 跌 - 看 涨 平价 公式 )， 
19, 137 
compound options (复合 期 权 ~ 小， 
156 
digital options (数字 期 权 ~), 154 
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quadratic variation (二 次 变 差 ), 75， 
108 

quanto (双重 货币 工具 )，172 
call option (看 涨 期 权 ~), 187 
digital contract (数字 合约 ~ 小， 


187 
forward contract ( 远 期 合约 ~ 小 ， 
172, 186 
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Radon-Nikodym derivative (Radon- 
Nikodym 于 数 ), 97, 98 

random variable (随机 变量 ), 29 

recombinant tree (重组 树 ), 24 

reflection principle (有 反射 原理 ), 60 

replicating portfolio (复制 投资 组 合 )， 
0, 23, 44 

return (回报 ), 4 

Riesz Representation Theorem (里 斯 


表示 定理 ), 12 

risk-neutral pricing (风险 中 性 定价 )， 
15 

risk-neutral probability measure (A 


险 中 性 概率 测度 ), 13, 15 
S 


sample space (样本 空间 ), 29 
self-fnancing ( 目 融 资 ), 23, 26, 35， 
113, 127, 137 
semimartingale ( 半 默 ), 84 
Separating Hyperplane Theorem (分 
离 超 平 面 定理 )，12 
Sharpe ratio (Sharpe 比率 ), 134 
short position (空头 ), 2 
short selling ( 卖 空 ), 6 
o-field (o - 域 ), 29 
simple function (简单 函数 ), 79 
simple random walk (简单 随机 游 动 )， 
34, 39, 49, 51 
Snell envelope (Snell 包 络 ), 43 
squared Bessel process (平方 Bessel 
过 程 ), 109 
state price vector (状态 价格 回 量 ), 11 
and probabilities (概率 ), 14 “ 
stationary independent increments 
(平稳 独立 增 量 ), 52 
stochastic calculus (随机 分 析 ) 
chain rule ( 链 式 法 则 ), 见 It6’s 
formula, 
Fubini's Theorem ( 富 比 尼 定 理 )， 
96 
integration by parts (product 
rule) [分 部 积分 (乘积 法 则 )]， 
94 z 
multifactor (多 因子 ), 166 
stochastic differential equation (随机 
微分 方程 ), 87, 91 
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stochastic integral (随机 积分 ), 75 
discrete (离散 ~), 36 
It6( 伊 芯 )，78, 83 
integrable functions (可 积 函 
数 ), 81 
Stratonovich (斯 特 拉 托 话 维 再 )， 
78, 108 
with jumps (市 跳 )，176 
with respect to semimartingale 
(关于 半 鞭 ), 83 
stochastic process (随机 过 程 ), 29 
stopping time ( 停 时 ), 38, 59 
straddle ( 同 价 对 融 ), 4 
Stratonovich integral (斯 特 拉 托 话 维 
奇 积分 ), 78, 108 
strike price (敲定 价格 ), 2 
submartingale (下 轩 ), 33 
compensation (补偿 ), 41 
supermartingale (上 蒜 ), 33 
and American options (美式 期 
权 ), 42 
compensation (补偿 ), 41 
Convergence Theorem (收敛 定 
理 ), 41 
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theta (0¢), 122 
three steps to replication (复制 三 步 
又) 
basic Black-Scholes model ( 基 
本 Black-Scholes 模型 ), 118 
continuous dividend-paying stock 
(连续 支付 红利 的 股票 ), 127 
discrete market model (离散 市 场 
模型 ), 45 
foreign exchange (外 汇 ), 123 
time value of money (货币 的 时 间 价 
值 ), 4 
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tower property ( 塔 性 质 ), 32 
tradable assets (可 交易 的 资产 ), 123， 
126, 130 
and martingales ( 园 ), 133 
transition density (转移 密度 ), 54， 
104-106 : 
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underlying (原生 ), 1 
V 


vanillas (标准 期 权 ), 139 
variance (方差 ), 54 
variation ( 变 差 ), 73 


了 | 


and arbitrage (套利 ), 73 
p-variation (p- 变 差 ), 73 

vega (V), 122 

vega hedging (VYV- 对 六), 183 

volatility (波动 率 ), 120 
implied( 隐 含 波动 率 ), 120, 181 
smile (波动 率 微笑 ), 181, 183 
stochastic (随机 波动 率 ), 183 

and implied (~ 和 隐 含 波动 
率 ), 183 
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Wiener process ( 维 纳 过 程 ), 见 Brow- 


nian motion 
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